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Dr W. Peremans 
§1. Enkele stellingen uit de complexe functietheorie. 
We memoreren hieronder enkele stellingen uit de complexe functie-
theorie, die in het vervolg warden gebruikt. 
Een begrensde rij complexe getallen bezit een convergente deelrij. 
Een gesloten Jordankrornrne verdeelt bet platte vlak in twee gebie-
den, het binnengebied en het buitengebied. 
Een gebied G heet enkelvoudig samenhangend, als van iedere geslo-
ten Jordankromme die in G ligt ook het binnengebied in G ligt. 
Een begrensde a fgeloten deelverzameling heet een compacte verzame-• 
ling. 
Als Geen gebied is en K de rand van G is, dan heet de verzamp11~~ 
IT die de vereniging v&n Gen K is een afgesloten gebied. Als G boven-
dien begrensd is, heet Geen compact gebied. Een afgesloten (resp. com-
pact) gebied is dus wel een afgesloten (resp. compacte) verzameling, 
maar ~n het algemeen geen gebied! 
Als A een compacte verzameling is en als aan ieder punt a van A 
een: cirkel K(a) toegevoegd is met middelpunt a en positieve straal, 
dan is er een eindige verzameling punten a 1 , ... ,am van A, zodat icder 
punt van A binnen minstenR ~?n der cirkels K(a 1 ), ... 3 K(am) ligt (stel-
ling van Heine-Borel). 
Een complexe functie f(z) heet analytisch in a, als er een omge-
ving van a is, waar f(z) gedefinieerd en differentieerbaar is. Als f(z) 
een complexe functie en A een samenhangende verzameling is, dan heet 
f(z) analytisch in A, als zij analytisch is in ieder punt van A (rjit 
impliceert dater een gebied G is dat A bevat en wairop f(z) analy~~~ 
is). 
Als een functie f(z) continu is op een weg w, dan kan de integraal 
{ f(z)dz gedefinieerd worden. 
f(z) continu op Wis en lr(z)l ~Mop W Als 1 de lengte van Wis·, 
is, dan geldt /f f(z)azf ~ Ml. 
Als C een weg is en f ( z) continu op W, datr··1s h( z )= 2~ 1 J \~z d7 
1 • C een ana ytische functie buiten c, die willekeurig vaak differentieer-
baar is en waarvoor geldt h(n)(z)= ~j f(~) 1 d7. 
c:1Ti C ($"-z)n+ 
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Als C een enkelvoudige gesloten weg 1s en f(z) analytisch op en 
b1nnen C, dan ge ldt j f ( z )dz•O ( stelling van Cauchy). 
C 
Ala C een enkelvoudige gesloten w~g 1s en f(z) analyt1sch op en 
binnen C, dan geldt voor ltdtrc z, di~ binnen C gel~gen 1a, 
r (z )• ~ { ri :~ d ~ ( form.uh: van Cauchy). 
Als f(z) analytisch in a is, dan is f(z) w1ll~kcurig vaak d1ffe-
rtnt1eerbaar in a en er geldt 
f(n)(a) • n! J r(r) d), 
NI' C ()-a )n+1 
waarir. C een enkelvoudige geslot~n w~g is, waarbinnen a ligt en waarop 
en waarbinnen f(z) analytisch is. 
Ala f(z) nnalyt1sch in a 1s, dan is f(z) in een omgeving va'G,,8 in 
e~n reeks van Taylor C a (z-a)n t~ ontwikkel~n, waar1n a• f ~a) • 
n•O n n n. 
Ala r( z) voor tz-al < R nna lytisch is <:n If ( z )I ~ M voor deze z, dan 
g1.:ldt Jani ~ ~ (cocfficH:ntonschattin5 van Cauchy). Als a0-a1 •••• 
-~k_1-o en akRlo, dan hcet a een k-voudig nulpunt van f(z). 
Als f(z) analytisch in een omgeving van a is m~t u1tzonder1ng van 
00 
a zelf, dan is f(z) daar in een reeks van Laurent i : a0 (z-a) 0 te 
ontwikkelcn. Als ~r on~indig veel cofffic1cnten m~tn=-nogaticve index 
!o zijn, heet a een essuntiele s1ngular1teit van f(z); els alle co~ffi-
cifnten met negatieve index •O zijn, is f(z) in a analytisch voort te 
zetten door tc defini~rcn f(n)=a 0 ; als er een cindig aantal co~ffici~n-
ten met negat1€ve lJldt:x !O E;n de ovtrig1:: -o zijn, zodat de reeks te 
schrijvt:n is ala~ a0 (e-a)n m0t a_k~o, dan heet a edn k-voud16e pool 
van f(z). De co~ffici~nt a_1 heet h~t rcsidu van f(z) in a. Ala f(z) in 
a e~n essonti~l~ singulariteit of cen pool h~ert, heet a t~n g~tsoleer-
de sin5ulariteit van f(z). 
Ala C ~en ~nkelvoudige gesloten w~g is, als f(z) op C analytisch 
is en b1nnen C analytisch met uitzond~ring van ~en ~indig ~antal ge!so-
leerde singularlteiten, dan is ~ J f( z )dz gelijk nan de aom van ck rE:-
siduen in dez~ s1ngulariteit~n (res!du~nst~lling). 
Wo kunnen h~t complcxe vlak met een punt oo uitbreiden tot de~ 
plt::xe bol. Het gt::drag van t!en f ( z) in oo bupa len we door middel van het 
gedrag van r(}) in het punt o. Zo kunn~n we b.v. sprek~n van ~~n pool 
of ~en essenti~le singulariteit in 00. Ala een functie crgcns een pool 
heeft, zeggen we dat de functie daar de waard~ oo heert (we z~ggen dan 
echt~r niet, dat de f~nctie daar analytisch is!). In het alg0m~en zul-
l~n w~, ala 00 toegelaten wordt, dit uitdrukk~lijk vermelden. Ale deze 
vermelding ontbreekt, houden we ons bezig met het complexe vlak en met 
eindige waarden. 
E~n funct1e, die in het hele complexc vlak analytisch is, heet een 
gt:.ht: le rune t 1e • 
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Een tunct1~ die op d~ compl~xc bol analytiach 1a, is constant 
(stell1ng van Liouville). 
E~n andero formul~r1ng van deze atclling lu10t ala volgt. 
E~n b~grensde geh~le funct10 is constont. 
Ben geh~lo functi~, di~ in oo een pool heeft, ia een po11noom. 
Een functic, die op de compl~xe bol analytisch 1a met uitzonde• 
ring van een aanta l polen, 1a ~en {gebrokcn) rationale tunct1c. 
De eom van de NBiduen van de polen (met 1nbegr1p van een 1zvt.n• 
tu~le pool 1n oo) van een rationale runct1e is o. 
Ala C een enkel~voudige gesloten weg is, ala f(z) analytlach ~n 
~o op C is, ala r(z) b1nnen C analyt1sch is evcntueel met u1tzonder1ng 
van een e1nd1g aantol polcn en ala N (resp. P) de som van de mult1pl1-
c1tc1tcn van de nulpunten (r-::ap. polen) van f(z) binnan C is, dan 
gcldt ~ J ~ dz • N-P. 
C 
Ala C een enkelvoudig~ g~aloten weg is, ala f(z) en ,(z) analy-
tisch op en binncn C z1jn, ala l'f(Z)I < lf(z)I voor alle z op C, dan 
is de eom van de multipl1c1tu1ten van de nulpuntan binnen C van r(z)+ 
f(z) geliJk aan die van f{z) (atell1ng van Rouohe). 
Als f(z) en g(z) analytisch ziJn in een gebiod G, ala a1,a 2, ••• 
een convergente rij verachilltnde punten van O is, waarvan de l1miet 
ook in O ligt en ala f(an)•g(an) voor alle n, dan geldt f{z).g(z) voo1 
alle z in O(ident1teitsatcllin~). 
Ecn belangrijk sp0c1aal gevnl van doz~ stclling 1a d& volgende 
Stelling. 
Ala f(z) an~lytisch in eun gebied Gen niet constant is en ala a 
een complex getal is, dan ht:eft de verzamel1ng der punten ~ van G 
waarvoor f(y)•n geen verd1cht1ngapunt binnen o. 
Ala f(z) analytiach in a is en Ween weg die biJ a b~g1nt, dan 
is het soms mogel1jk f{z) langs W analytisch voort te zettcn. Ala W 
een gealoten weg is, die in a begint en eindigt, dan kan h6t gebeuren, 
dat bij de voortzetting de functie in het e1ndpunt a een andere waarde 
krijgt, dan zij in het bcg1npunt had: de funct1e wordt don m~erwa~rd1g 
w~ zullen afsprek~n, det onder een analytieche functie een eenwaardig~ 
funct1e wordt verstaan. Een belangrijke atelling drukt nu uit, det we 
biJ enkclvoud1g samenhangende gebi~den van de meerwaardigheid geen 
last h~bben. 
Als O ~en enkelvoud1g samcnhangend gubicd is, ala a een punt van 
G is, dan is de analytisch~ voortzctting van een functie, die analy~ 
tiach in a is en di~ langs 1edtr~ in a be:ginnende ~n in G v~rlopende 
w~g analytisch kan wordtn voortgezet, anolytisch in O (monodromiestel-
lin~). 
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Ala G eon gebiod 1s ~n ala r1(z),r2(z), ••• obn r1J onelytiech~ 
tunctiC;s in G is, di~ conv-.:rg~ert t:n w..:l uniform in elk compact duttl--
gubied van O, den is de limh.:tfunctit.: nnalyt1ach in O. 
Ala G ~en bvgN.:nsd g~bi~d is, nls f(z) analyt1sch is op net COO'l-
pactu gcbi~d lJ, dnt ontstnat door nan O zijn rand K to~ t~ voegen ~n 
als M h~t maximum v~n \f(z)I op rr is, dan is er ~en z op K zodat 
lf(z)l•M. Ala bovendi~n f(z) ni~t constant is, g~ldt }f(z)I ~ M voor 
z , 0 (maximumpr1nc1pu). 
-! 2. Alg~me:nc opmerk1n$en ove::r conform\; afbt::eldtns. 
w~ gann ~un an~lytisch~ functic f(z), g0definieero op ~en gcbi~d 
G nu mi:etlrundig bt.::k1Jken. Donrto1.: nt.:mcn we twee plattt; vlakk1.1n, hc:t 
complexe: z-vlak un hct compl~x~ w-vlak. W~ b~achouwen de afb~elding 
die aan 1Gd~r punt z in G vnn het z-vlak h~t punt w-f(z) van hct w-
vlak to~vo~gt. Hi~rm~~ h~bb0n w~ u~n afb~~ld1ng van G op ~en deelv~r-
zameling B van h~t w-vlok verkr0g~n. 
Neern nu een a in Gen laAt b•f(a) zijn. De cont1nu!t~it van f(z) 
garanduert nu, dat w~ door ona tot een voldo~nd klein~ omg~v1ng van a 
t~ b~p~rk~n de beeldpuntbn willek~urig dicht bij b kunnen krijgen. w~ 
wotcn tchttr nog n1~t of er etn omgev1ng van bis, die door de afbe~l-
d1ne gthcel wordt bed~kt. We zullcn nu aantonen, dat dit voor een 
niet-constante f(z) inderdaad het geval is (voor een c~natantc functi~ 
geldt het natuurlijk niBt). 
Orndat f(z) niet constant is, h~eft d~ verzom~ling der punten ~, 
waarvoor f(>)•b gccn v~rd1cht1ngspunt in G. Voor e~n voldoend kl~ine 
omgeving van a geldt dus, dat f(z),tb als z~a. Ne~m een binn~n die om-
gev1ng verlopena~ cirkel K m~t n als middclpunt en beschouw 
(2.1) 
Dez~ integroal =n ala n de mult1plicit~it van het nulpunt a van r(z)-b 
is. Omdat K een compact~ verzam~l1ng is h~ert lf(z)-bl een pos1t1ef 
minimum voor z op K. H1eru1t volgt, dot ~r e~n orng~ving O van b b~-
staat, zodat voor win die omgevi.ng g~ldt dat f(z) ... w,to voor z op K. 
W;:: aefin1f:ren nu de funct1u 'f (w) door 
c2.21 'tM • ~ i ,f;HA d r. 
Nu 1a f(w) een gehdel getnl, n.l. de som van do mult1pl1c1te1ten 
van de nulpunten van f(z)-w b1nnen K. Vdrd(::r is m.akkel1Jlc 1n te z1en 
dat f (w) continu is. Tl.!nslottt: is 'f (b )=-n. Ult dit alles volgt dat 
~ (w)=n voor all0 w in O. Omdat n ~1., volgt hiaruit dat t{z)-w min-
stens tSen nulpunt binnen K heeft., d.w.z. dater een z binnon lC 1a, 
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waarvoor f(z)=w. Hiermee is aangctoond dat de omgeving O van b door 
de afbeelding overdekt wordt. 
W8 kunnen uit het bovenstaande nog enigG verdc,re conclusios trek-
ken. Als f 1 ( a ):/0, don hc.:t:ft f ( z) -b e:en enke lvoud ig nulpunt in a 1;;,n, is 
dus n=1. Hi0ruit volgt dater bij iedcre win O 6£n en sl~chts eJn z 
binnE::n K is, waarvoor f(z)=w. A'_rngezien t;:r 0en ome;cving van a is, die 
binnen O wordt afgeb0ela, is in die omgeving van a de functi~ 0cneen-
duidig. Dezc ei~enschap drukkcn we uit door te zeggen dat f(z) dan 
l0caal eenecnduidig is (locaal, omdat hct slechts in voldound kl~in~ 
ong~ving~n geldt). In O kunnen we op zinvolle wijZ8 een inverse func-
ti8 g(w) definieren, door te cisen dat f(g(w))=w. Dat d~ze functie 
aok analytisch is toont men aon door t8 b~wijzen, dat zij diff~rentieer-
baar is en dit geschiedt op preci~s dez~lfde wijzc als W8arop in de 
ro~le analys~ de differentiderboorheid vnn ccn inverse functie wordt 
nangetoond. 
Vcronderstel nu dat f'(a)=O. Omdot f(z) niet constant is, is er 
:Jan e:en omi::;eving V3n a, war.irbinnen e;cldt f'(z):/0 voor z:/a. W1;;; beperken 
ans nu tot zo 1 n omgeving van a en verkleinen eventuecl K (en dus 0) zo 
ver, dat K binnen zo•n orngeving valt. Omdat f'(a)=O is, is a een meer-
voudig nulpunt van f(z)-b, dus n ~2. Voor icd0r2 win O is dan de som 
van d,;;: multiplicitcit8n van di.; nulpunten Vern f(z)-w binn(::n K minstens 
2; als w/b, is de multiplicitL::it van elk afzondcrlijk nulpunt E::chter 
=1, omdat f'(z)/O in zo'n nulpunt. Hicruit vol8t dater bij iedere 
wib in O minst8ns twee verschillcnd~ punten z binnen K zijn, waarvoor 
f ( z )=w. Dr.ia r K wi,llekeurig kl.::::in g0kozen kan wordE:n, zh::n Wt; dat in 
icdere omg~ving van a, hoe klein ook, de functie f(z) niet v~neendui-
dig is. Dit geeft ons de volgende st~lling0n. 
Stelling 2.1. Als f(z) 3nalytisch in a is en als f 1 (a)/o, dan is 
er ~en ongaving van a, waarbinn0n f(z) ~aneenduidig is en een omgeving 
van f(a), waarbinnen d2 invers2 functie van f(z) gedefinieerd en an8ly-
tisch is. 
Stelling 2.2. Als f(z) analytisch in a en niet constant is en 
a ls f 1 ( a )=0, dan zijn E;:r' in ieder<:: omgeving van a verschillende punte:n 
met hetzelfde b2eld en dnn is er bij icder2 voldotnd kleine om3evinc 0 
van 2 een omgcving o1 van f(a) zodGt er voor iedere wff(a) in o1 prc-
cies n verschillend~ punten z in O met f(z)=w zijn; hierin stelt n d~ 
multipliciteit van hct nulpunt 3 van de functie f(z)-f(a) voor. 
We hebb8n verder bew~zen, dnt bij iedcr punt van Been omgcving 
is di0 tot B behoort, of anders uitgedrukt, dat B open is. We tonen 
nu aan, dat B zelfs een gebicd is. 
Kies daartoe b1 en b2 in Ben laat s 1 0n a 2 punten in G ziJn net 
f(a 1 )=b1 en f(a 2 )=b2 • Omdat Geen gebied is, is 8r een gebroken lijn 
binnGn G, die a 1 met a 2 verbindt. Laat z= tp(t) (0 ~t ~1, i.p(o)=a.pf(1)=a 2) 
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80n paramet0rvoorstelling van doze gebrokcn lijn zijn. Dan is 
W=f(~(t)) cen continu~ kromme binn~n B, die b1 m0t b2 verbinat, E0n 
b8kende stelling l~ert nu, dnt als twee punt8n van een op~n verzame-
ling door 0en cobtinuu kronr:ie kunnen wo·rden verbonden, ze ook door een · 
gcbroken lijn kunncn worden verbonden. Hieruit volgt, dat B samenhan-
gend is. 
Stalling 2.3, Als f(z) analytisch in een gebied G is, dan is het 
beeld B van G door f(z) ook een gebied, 
W~ onderzoeken het ksrakter vsn de door f(z) in een omgcving van 
a bepaalde afbeelcing nog wat nGder en wcl in het geval, dat f'(a)to 
is. We zullcn nantonen dnt twe~ krommen di0 van 8 uitgaan, ~n die een 
zekere hoek m~t elkaar maken afg~becld worden in krommen die dezelfde 
hoek met elknar maken. La:Jt een krornm~ geg1;.:vcn zijn door es;;n paramet€:;r-
voorstelling Z= f ( t )( 0 ~ t ~ 1) met ty ( o )=a. Om oviJr hoeken te kunnen 
spreken r:1oeten we kunnen spr1;::k0n van .::::en raaklijn in a aan d<= kromr.i.1:;;. 
Als nu If (t) differentit:erbn.:ir is voor t=O en lf'(o),/0, dan stelt 
q,'(o) ty' (o) een raakvcctor in a aan de kror:1me voor. 
St8llen W8 ~ = e 1~ , dan is~ de ho~k die 
dez0 raakvcctor r.1et de richting van de posi-
o. ti eve re[le as maa kt. Omda t f' (a ),/0, kunnen 
we~= ~if stellen. Het be8ld van de kror.1l:l8 wordt g~gev~n door 
de parametervoorstelling W=f( tp (t) )= t(t). De raakvLctor in b~f(a) van 
.jeze kromm<: is 'f'(o). Volgens de kE::ttinGrt:gel (die op analoge wijze 
te bewijzen is als in de reele analyse) geldt echter t''(o)=f'(a)f'(o). 
De hoek (3 di0 deze raakvector met de rc~le as maakt wordt nu als volgt 
e;evond1;;n: 
ei~ = 1f:~:;1 = 1f:f~ll • l~:f~lj ~ ui(o<+'f) • De richting van de raak-
lijn aan de: beeldkror.une is dus ovt:r een hoek t.p gedraaid t.o.v. de 
richting van de raaklijn aan de oorspronk8lijke kromrne; hierin hangt 
tp alleen van de afbuelding maar niet van de gekozen kronune af. Hier-
uit volgt ook, dot de hoek tussen twee krom.~en bij de afbeelding be-
waard blijft. Doze eigenschap drukt men uit, door te zeggen, dat de 
afbeelding conform is. 
Ook over afstanden V8n punten valt iets t8 z8gg~n. Onnauwkeurig 
geformulcerd kunncn we zeggen, dat dezc bij de afb~elding bij benade-
ring met jf'(n)I worden verm~nigvuldigd. Exact uitgedrukt: als 
z1 ,z2 , ..• een rij puntcn is, die nan 1 ~n£gpvergeert en w1 ,w2 , ••. de 
rij der beeldpunten, dan convergeert I z -aj naar lf'(a)I. Dezu bewe-
ring is een triviale consequenti~ van aH definitie vnn differentieer-
bn a rhe id , imme rs 
jr 1 (a)j =jlim 
Z ➔ B 
f{z)-f{a)I = lim 
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t?enwon rdig ,na lytisch in G. Loo pt me11 echter de kron1ne K1 eenmaa l t'"ond 
clan :i.a de functie met ,!,r i tot': 1:~nomen. Di t gee!'t een conta•ad1ct1e.; dua 
S~2:,'J,?, :::.6. ,..\ls C(z) ern .:·o'.·,ror,n•;i ;"'lfbeeid:!..ng V'.l:n het eni<e:.°i.Yf)UiHg 
snmenhr:n3ende ;!;eb.ied C op B tcit st~n-:1 1)rengt, dt:n ia B een enkelvoud13 
I .. , 1 \ \ J • / 
De conforme a fbee ld lng door enkc! le eenvm..:.cll£e f1.mc t,.es. 
-----..... __ ""_____ . 
We bespr£ken eerst de gebroken l1neoire functie 
:,z + t) 
CZ +- d ~ 
wnarin ad-bcJO {':!l.s i:id-bc=C Hi cle f'tir:i:-tie conr,tnnt). De'u: functie 1s 
··•rl'l' ···t,; ':< --h .. ,..,.~·1·• ,.,_ ·: ~ n ,... '·••t1•·r• •·) ,, 'I-, ,, .i(", •·n .j,. ·,1·1· .,. ,, ,-•.--',r, .,., n··• v···n h<.,t 
-•· '~ ~1.. ..,.. J._ ·l,) -..,.,,.:, l V •• ,- ... J ,,. ,_,/,A..--~~ oC~-:, t., '"'. t,., ,.,,,, l, , ,:.J ~1., ;_-;., (..,. y;\}, ),, .. ,:: ,, ....... '. ~,- i . .; ~}.i :• •. •~:. l J.. ,.e ._I l-' :. -~ 
... ~ 
z--c- 'd, waar· 0~ f~ncti~ eer: pool v~n de cerste or~o 2anneemt. De 
ti c n eerr, .,, 0(' ,,, " ·1 J ,c, ,,, :·, ~J· '""] "- ,., --, • • ~1 P ,, ht<·' 1·, ·, ls ~ .Jl·) ·n,=> t " ' -t· ·z (')nd e rin ·· v. ,-~, r·, 
__ {., ,,, ~"\,. "'' ,.,. ~ ~... .,., --~' -- '" ._ ...... ,, 1 t. I .. , -..... ~--· • , , ,,, , ...... • • ,~ r , "'"'"" \A 1 .. \,I .. ... • ti-) - --
(~ ·0· W'''1rr1 e ,"-·11 ~Jit J•,·;t"'"'• 1·"'· ·1--,.·,t ,:1--,.,,.,)''di"'St' ir·, te "l-~"" doo ... 1.•jfb ·In-,. •~,, ·-•' (; .,J ,,_; '. ~ J.,. ... ,," .i C. .,J 1,.. t,,· , ._i l ., 1.., '\,., t: ,o, j "1(1 \,. i.,,( f;;; i,, , ~; ~ , 1:.i ~ 'l, / L ~ .. ..-,. A 
verse functie te beschouwen, dit ~lrarblijkcl1Jk Je gedoante 
(3 .2) :hv - b 
.. ;;w + 
heeft. Bovendien is d0 functic tcneenduidi~, hetgeen ook aBn de inverse 
ranJ vnn ~tclltng 2.2 Moet de 2fgele1de ~uo 
over~l ~O zijn, hctr0e~ door 0trBcte l1~rekcning te ver1f1Vren valt. De 
pl0xc bol 0v~ n : ~c fu~ctil l~v~rt een ~dn~er1duidi~~ an~lytlsche Jf-
bce]din1: v,:n de: c:)i':p1tx,.· :)ol c,p zi.chzc.lf, w1~arbi,J -c-\i in oc-en oo in 
t c0r1plexe vlak b~p~rk~n, kunn~n w~ 
' 4 (,, r"' 11r•1,-•t·1° '." ,:,,,,_\., f"••'"' .. ,.;.,-, !'\l" '': fb··E-ld l ~-,•.• 1' <i ij,,.-, r·,c•:,t·:ru·1·vt 
-.,,,.J.,,. 1. "•·· ,_ 'l'.,; ~,-.;;,., .... · ~ll-,_,,1.., t,.T\•¥··!(1, .l~•, •~_,,.,,·•~-· ,, '"".,.L. ... JL) , .• , . ._.,_.,l., .... \,,.\.,,n,. '''~· c~:nvoud ig te 
he"Cl"1"''1 J'\r<sn '-'.~,•..-,r·•·1 iy<-r1 ,._, "'·~ I,·,\ ,,ii'( rr•e,,t r·w.;I 1 /'•, ,,,, o·~:,n :rc,e•'+· V-''"""'•·n"ig-
...,,,, ii.:)~ •h - ¾~• , .• -.. ... ,~•.!. .J.,-,.J '-.,.. W, ..... -.,.•·~- {\,:; "~ ,.f ,· ....................... W"' ... ,.,. ('.:,~ J.. \,< \,,,,,li,.-t,.,...,_,,i, 
V "lr'l·I --·1"y,i•";• ~-,, .. , •• ,.,:ttl( ,·· .. ·e·r·•., ,-1,..,._,., l' ~,,;:r ('T" h,7f' n·,,it· ('i c·•V<'-•t·· ,,,--,r· l'';('("ll _, V-'"'1'">1,~•1·!,;·1• \."l. '•••t_::;;, lJi.:':) ,.tJ.--t,· \~ .. ·VJ-•·••'-·•:.:,.~ .. • .. Ji ~• ... ••.i ,.,,.\A._ 1,,- •../ -"'-•' ..,,.,.,,.. l t,..,._,_.., W' J - .... !i,,,,._,,1., 
het punt O met ~:et, factor 121 en optt:1.UnG van b 1.:t:r1 ,!,,_r1rne1ati.e ovt'H' 
··le ve,-t,, ... b u -.+· "'"•~hc,c,J ·i"' ,.,e.,r• gc.·t•\Jkvor-)~,·:,o},.,,id•it.r•t'.. .. io.f'ormr,ti"'' dS)t 0•1·-
... ,..,.- v1· • J,.,\ . ,v ~;;}, ... .,. '\. .. W * , ,.) , •• ~ ii ~¥~-~"-• ,.11,,._,f.::)·'-l'-;; _tj ,· ~_,,1,,.1,_..,.., ·•- .~.,., ",-' •. •-i 
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Om tf.: bepnl.,rn wc1;(1: punt(:n ~t-kpun~en v,1t1 de tranatormf1tie (3.l►) 
21,jr., :~u,c t de vj.t:•!··k.r:ntnvc:r.;t lLj'..(in.:_:: c;!(~+{;!--1 )z-b•O wor-deri np,~;t)loat. 
ptmtcn d(kpunt;_;:ri ::,n is de transfor;r1,::i tit> de 
wi., ·:L.i v::,1ct tn, St,·l t,1 cin t ,, 
1 · f , ~ "1" - •1 ·- 1 1 hi 1; ... c. e t r-:i tu; o rrnn 1~ ~ e .. 2 L 1 , • c r n 
VAr: t:? voor} dric vera'.:rnlh:n-::lc 
( '.\ i:,' 
' ......... , / 
(:t:,•-:::))(z-?,1) 
-~ 
volciciun l)cid~ n~n de cls0n. Don h~~ft 
,., '-- .. 1 4. .,. -1 d -~ 1Y . -~ I" ,. ., ,,_." t 1 .. 
• ,,--"'-C• 1. ,- c .iverst: tr,-.. r.,~1c,r1,iu ~1·; 
i 
·lekpuntt.n, n.1. z.1,z,,,z·:,i t.'n r.·,oct duf: 
.... --~ 
fit 1~r1.1:.tt vr)1t:.t det t .. 1• ·t:~· 
D,:z,: g,.~ert '.HH'llei.din,; tot \ en tr":n:.1i'crm:,t_;,__, 
w,;. 5.!J oo v, W- :lri 1 t:r,n-,;3forrnt:er't. Db tPr:rrnform:iti.1:: 
L. .) 
blijkt·2~r ~~n jc V8rt:ist0n. Ala Cln van du ge~even 
ct1·.n t t.' n t:,:J -1 !:'J :·n. <::;ic. t ct: \'•: J.. j z ;' J_ ri.·.;, .. Jr1 ~J-:) r·-"·~ c 11 n :] n_g-s·b· ·rr, c~ l'"t t . }1.1s b ~ z * z .1= ()l') 
''\T,~•,tq•1_, ... ,l'~\'._~ -·r, \f.J•, .1--~ r.~ \/ r,.-:.'1{)•,-•. !l"l, 
.,. \ ..... ,. • I ~ I(.:!..._.: t ' • •,• \ .,.i 41 ./ , ~-- - • 
Als p ~r, q tw~c puntLn zljn dil. ~l~nr invtrai~ t.o.v. ~en cirkel 
nls p Ln q gcspi~~el•l liggcn t.o.v, 0~1 ~irk~l C, d~ botldpunten van p 
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transformatie als conform~ ofbeelding loodrechte stand bewaart en uit 
de meetkundige eigcnschap, dat twee pun-
ten pen q dan en slechts dan gespiegeld 
liggen t.o.v. de cirkel C ala iedere cir-
kel door p, die loodrecht op C staat, 
door q gaat. Dit ziet men gemakkelijk in 
met behulp van de raaklijn uit het mid-
delpunt van Cann de andere cirk~l. 
Met behulp V3n deze eigenschap kunnen we makkelijk alle gebroken 
lineairc transformaties bepalen die de eenheidscirkel op zichzelf af-
beeldcn en hetzelfde ook met het binnengebied van de eenheidscirkel 
doen. Laat de tr8nsformatie het punt~ in O overvoeren (dan geldt 
!«)<1). Het gespicgelde punt van « t.o.v. de eenheidscirkel, d.i. 
o< - 1 moet dan blijkbaar in oo overgGan. De transformatie wordt dus ge-
geven door een functie 
( 3. 6) a ( z- O{) 
J 
- «z+1 
waarin de constante a nog bepaald moet worden. Voor \zl=1 geldt ech-
ter /-a:z+1I = j-c,,_z+1 / =lzJ j-o(z+1j:::jz-o<). Dus moet gelden \a)=1. 
Omsekeerd voldoot iedere transformatie van de gednante (3.6) met lal=1 
en j~l<1 blijkboar aan de eisen. Dit geeft de volgende stelling. 
Stelling 3.1. De gebroken linenire transformaties, die het bin-
neng~bied v□ n de eenheidscirkel op zichzelf afbeelden,zijn die welke 
bepaald worden door functies van de gedaante (3.6) met jnl=1 enj~l<1• 
We kunnen hierbij blijkbsar voorschrijven, dat een willekeurig 
punt~ binnen de eenheidscirkcl in O vergoat en dat een willekeurige 
richting in~ in de richting van de positieve re~le as in O overgnat. 
Als we dat doen is de transformatie ondubbelzinnig bepaald. 
De tronsformatie, bepnald door de functie 
z-i 
lZ-1 ( 3 • 7) 
beeldt het binnengebied van de eenheidscirkel af op het bovenhalfvlak 
(punten met positief imaginair deel) en het bovenhalfvlak op het bin-
nengebied van de eenheidscirkel. Dit volgt uit het felt, dat de punten 
0,1,-1,i overgaan in resp. i,-1,1,0. 
We beschouwen nu de afbeelding 
( 3. 8) l ( -1) ,,1-=·2 z +z • 
Deze afbeelding beeldt O in oo af en is overigens analytisch. Het is 
duidelijk dat de punten a en a-1 hetzelfde b~eld hebben. Trachten we 
z als functie van wop te lossen, dan krijgen we een vierkantsverge-
lijking in z, die dus ten hoogste twee wortels heeft. Als a/1, af-1, ,; 
cs 12 
..... 
is A- 1 1~a het enige punt, dnt hetzelfdc bceld heeft ala a. De waarden 
4 en --1 worden u.1 tslui terzl in de pun ten 1 en -1 aangenomen. De punten 
1 en -1 zlJn de enige w~ar de functie i(z+z-1) afgeleide nul heeft. 
Ie·dt.::r- t 1 tec,$ dr;t O rll£:-t t(:~\~,,-:)~'_: €·t1 d~Jt voor -!;;1:_:en etii<i~·le a zo·wel ::.1 tJla 
,., 
n-. Of·V"t°. w,, ... r~t ·i•)O"t' ( \ >{) .-j,:q ''('1t'f 1')1""-:' ",f';:,""•'ht·•e·1.'", :J-lt .J'"•·1 ,·1t~ (]"a .. l V 
• ··" •· •• J -·f.·· .. • ,, ~ ,, \ •'' i,,', •. / •w~"'••"·• \,.-. ,,.,J,., ~ ..... J .• ·~-4i'.:),-"~' ., , ,',.f Ill .., ••• , {:_;it;,,. .. -•. .,, ,,,\,4, t,,,, • • 
tied a~t ~~heel tuiten 1c ~enn~idscirKel ligt en voor 
i~der gebied, dJt geh:cl l11:1r1en de eenhe11sc1rke1 ligt en O n1et bevat. 
1,. hb 1 1tl'I We stellen weet• ~=,rf.:~·T. dm1 is w,;:.:-Af\r•t::-"·r + t'- e-· 1 ). St;ellen 
~ ,.,. t 
(3.9) 
Nernen Wt; r,u ln het :·:-v.1..'.'1'!.,:- t·eL ,::ir\-tt:1. r-.c:t ::1tr:·i~~1 t' en r::lddelpunt 1n O, 
ct:in vlnden we z:!.Jn b€:eld tn het w-vl:,k door <f uit (3.9} te elimi.net•en. 
~it l0vert, JlB r~1, 
,, "\ ~ ,:~ C. u  . 
, -~ ""'i + ~"" 1., 
r(r+r ) i(r-r ) 
(j.·10) 
heeft ::!eze e llips de punt en 1 en -1 c1 lt'! tr:u\Jpunten. De 'vf::rsch11lende 
cirkels leveren dus cnnfocnle ellipse11 en wcl geven de cirkels met 
. - -·
1
. •·1 ·1~~ st~~ien re~ r aeze~r~e ~~i~pa. 
AlJ r=1, vinJen ~:, u~cos ~ , v~o, dst is het liJnstuk (-1,1) op 
de r~~l0 ~s. !let bu1te:~~ebie~ ~,n je eenheiclscirkel wordt ~f~ebeel~ op 
bf:t .,;(:rnplcx{: vb;< met h1-cr•u1t het lijnstuk (-'1,1) weggel 01ten. 
Nenen we nu in het z-vl~k een recht~ 11Jn door OJ d~n vinden we 
zi_:in bcelcl in het ·~1-vbk :Joor r ult (3.9) tE:: e1im:tneren. ::-iit lever-t, 





~;-- ~:;,,;z: I $ 
:1t is een hyperbool, die ook 1 en 
-'1 J lo bt''.1n'.Jpuntcn heeft. De versGhil-
lende lijnen leveren dus confocole 
hypcrbolen. Het feit dot de lijnen en 
de c i.rlce 1 1001:l r-1::cht op E': lkaa ?.· eta an 
v,it~'er•spiq:;e1 t z1c:h bl,j confot,ne :::i r-
b~eldlng in de bekende meetkundige 
stelling, d2t hetzelfde voor confo-
vu IJ 
cale ellipsen en hyperbolen geldt. 
Als cos f =0, dan is U=O, V= .±,½(r-r-1 ). De imaginaire as wordt 
dus op de imaginaire as afgebeeld. Als sin lf .=0, dan is U=,±½(r+r-1 ), 
V=O. De re~le as wordt dus afgebeeld op de twee halve lijnen (1,oo) en 
(-1,oo) op de reele as. 
De inverse afbeelding von de afbeelding (3.8) wordt in de prak-
tijk o.a. gebruikt om vliegtuigvleugelprofielen op eenvoudigerkrornmen 
af te beelden. Nemen we b.v. een cirkel die in 1 aan de eenheidscirkel 
1 
r8akt en waar het punt -1 binnen ligt, 
dan wordt het buitengebied van deze cir-
kel afgebeeld op het buitengebied van een 
kromrne met een keerpunt in 1. Door dit 
nog iets te wijzigen kunnen krommen wor-
den verkregen, die nog meer op vleugelprofielen lijken (Joukowski-pro-
fielen). 
De functie e 2 beeldt he·t gebied 0( <.y < « +2 Tr conform af op het 
w-vlak met hieruit weggelaten het punt Oen de straal arg W= ~. Bij 
de afbeelding W=e 2 gaan lijnen evenwijdig met de re~le as over in 
stralen door Oen lijnen evenwijdig met de imnginaire as in cirkels 
met middelpunt in O. 
Door samenstelling van gebroken lineaire transformaties, deaf-
beelding W=Gz en de afbeelding (3.8) kunnen de afbeeldingen worden be-
studeerd, die ge!nduceerd warden door de functies sin z, cos z, tg z, 
zl 
sh z, ch z, th z. Zo krijgen we W=cos z uit z'=iz, Z 11 =e en ten slott0 
w uit (3.8) toegepast op z". We gaan hier niet verder op in. 
De functie z~eo<log z ( o,.. willekeurig complex) is in het algemeen 
niet eenwoardig (alleen als ~ geheel is, is dit wel het geval). Kiezen 
we echter een enkelvoudig samenhangend gebied G, dat hct punt O niet 
bevat, dan kunnen we de functie uit een willekeurig punt p van G langs 
iedere weg in G analytisch voortzett0n. De zo verkregen voortzetting 
is volgens de monodromiestelling wel eenwaardig in G. We kunnen dus z~ 
in Gals eenwaardige functie defini~ren; hierbij zijn er in het alge-
meen nog verschillende mogelijkheden, afhankelijk van de waarde die in 
het uitgangspunt p wordt gekozen. De zo verkregen eenwaardige functie 
zal echter in hct algemeen niet ceneenduidig zijn en dus nog geen con-
f orme a fbee ld 1ng opleveren. Di t is we 1 het geva 1 a ls ex. =n -'1 met gehele 
-1 n 
nJO; dit berust op het feit, dst voor gehele nfo geldt (zn ) =Z. Dit 
geeft het volgende resultast. 
Stelling 3.2. Als n een geheel getal lo is en als Geen enkelvou-
-1 dig samenhangend gebied is, dat O niet bevat, dan kan zn als eenwaar-
dige eeneenduidige analytische functie in G gedefinieerd worden en wel 
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r1 d \.: !) t t: r] c n <X 1 e 'f) \} ~~:~ r: \) n f c, r1n {J·p f: 11-c,-):~, !'.1 r ·i,r·u.tJ n,~ n w .:,1,.·r] en e f t;c 1)t-:e l d ., 
~rtoc is h0t kiRartl1Jkcl1Jk v~lJc~ 0 t~ ~cwiJz~n C~t een enkel-
h :1r1··•c•,.,'K'• 1 '1·'.'11·1 ,.,,._ .... ;,, ... , ,·,f'.-,·}, ·l'l,·1 t, 1 •· •"I l l~ c·•>''\ ,,.,,·~,c··-Lr11n·? V"r'"' C · -.. V l. . ._ \,; _,._ -~ ~-~--·• • .,, -... .1 iL ...... .,_,,:. i . , .:. t~ ,_ .,_, 1....- ,, .~. -. i e , • ,4 .._, 1, ,_. . <? _J 1 ~,..,., -t > ,L. t .. ,., t ... ,, u .. , ~) (,' l '1:-.f •1 
"n 1~ ~.-. ·•f''··t·· 0 1.-11,1(l' \1··,-1 n ·"'"' i..., .. ,t ''it•n(·r1·•··t,~"·j , ... ,,., ,1e· """''..,hei\~"c·1 "'-~~, T r'j l: l...: i.' ·- u ,~,;., -.,t I. c, <.~, 1 .. , ,l"""t 1.J ~--· i, .. ~ ; }.,,, l .~ e, t.: I ........ \ l• '".' ·- -l .. ~ \..I ~ l .·1 1-1 .,, ,Jo, 4.' 
' ~ ~ ' 
1 • ',) 1 ·I ·' (' i "' •. , ID - ' I!) 'I--• • ~ k·h '\ ,., ... ,r ... ' t' ".' ., t'' ., '(• 'l .. l 1 na- v:· ... Q op \'<.t:.l. ... s, l).,,1 .!,) l ') 't ·1 ,,LL.,.; u .. 1t" ,,! ... \ .. on Or'LL ·., (.f. .•. -,1 .... b d;; ·1 
, •. 
Al~i G cen t,~nk(:lvou,~ lg s:~m1:.,nlnn.~•..;:r;:1 gebilJ i.a, dJ t ni.if;!t cwt hele com-
pltXt, vlnk is, ,J;1~·i bcsttiBt er t;en conforrne rif't:,t.elc1.lns dlc G op h1:t 
l-,·tnn··>'C' ,'hl,·.c;' ·•c>n •·!1· '·(•r1h··,1r·l,:,,, !-..•,·(•~ n•''rce,·1,·1t 1 ··t·--,·1-11·1 ;• ""'~' R1,·,1 ... "n••) 
,.,., C,.1 0 1..••·•··'" ',,,,, ... , • • 1 ••. ,,u ...... ,,, . .1 •. ,1.1;.. 1.,.,, \.:l,~--1 .. ,..,b "'·,u , ... ,,..l ,. • 
rlvor>cm, 'J1c::'.•:: Gt,:llirw. cc• hew:tjzcn, ::1'!:-Cr.ti v;c rn,;,:;: eni~~c opmcr-kh1-
~e~. Ala~~ stelll 
tiJ:'.:'iS-t .. n t.',it;C: ~cv~n s~b1ed~r1 tot st~nJ 
.!::!~ 1 p s t c· 11 i r: 4 • 2 • :~ l 3 f ( z ) '.' r::-d y t is :-: 1: l. n 1:. n ! f ( ::.>:) l ~ 1 v oo r 
17, I < ,'I .·i r1 ···, l c- •' { (\ \ ·- :·,, ,4 ·,n C, ' ' '} ( l t- l ' 't' ,, ) I ,, I '7 I 'Ir, 0 " ~ 1 , t·• 'i .,. I < ·1 • ,:1 .i.''. f:l (.·- ~ - l ·- ', ,··, .(, ~.J ... ', \..I ) --· '...,1 , \ ~' ,l ~ b \_, , '" ,...., ,., J "" \ ,... ~ #...;, J \! ,.,., 4,. i,., ·- .J._ ,., 1 ~I ~ ·- I. 
''f"JV""r·,,J-iic,r, L'><'))i" In }-.,c,<·•·Jci"' ,,,·,•·ny~,('ll~ jf'(e-'l ·l}-j . .1,--.. rl•--1n 13 ••f•r) "'~ 
... I .... "' ~ ' .l C, ' ~ ~: ... ,._, .. • s ~ \.,) .. , .- \.,. ~-.... \..,i ( ~-:., \,,I J ~-, ,., ~. ! l, \..~· ,,; J, \ ""' • ) l ;;.... i ) j ~ \,j , ~"'· , .. : ·•· ~. 'l .i:,,, = .:,,,, ~ , 
l,J n n r :l I; ,-,·: i..,_; () ·:.·::. G ·t·.: ti T] t. r: i"i ~ ,J !,: ;.;~: - 1, i, .-:._,, ( ......... ': 1 I •·""I ~.:~ +· Si' .. ') J ·i ·r1.-·: '; ~, [') t:t t'• t'·,, d q 'l'' 7 ) 
... - , - '\ ~ J, ~--~ .,;.. t-' !,.;J '·" ..,,... -~- • "'• ._ ,:,:_; ~ ·--"' ~ ...,_ '•· \ -' ,.,. ,,., "" ,,.,. l 11-
Bc,,; i j 2 : ·,: c h. D d, cuv11.,n H:. f' 1 .• ,.:H.: t .!.~.: id,, ) = ~c -\, ( :.~.) • .'.)<2 zc i ,3 ·n1,~ 1 y tis ch 
\'()Or j •;· I < "i , 
• I ' , 
(_: re. C onf (.lt"!,lf: •1·•:· ._,,, r · ·; ''T .f _·, l,, ~ ~ i' vd1.J i OJ/ 1..~ .. t..,,11,.•..,t .... l. 




- -r\fn'J ,r,,J1~unq ntp1l1ng ~ ·1 i" e" V'\ "-.. . <...,.' ,t V ·•,::,'-' ,..., i.;:J '...,. • ._ ,4,, , ,,,I .., ta; I,\, 
c'l.1.n O :1f'b,;;-el,.~t. Dt functie i; (f(z)) voldct .. t :i!:ln de voorw:1ar•j1;:n v,:n, 
hulpstel.Ll.111; l1-.2; ~hn; /t·(r(z))!~ lzi voor n1le lz.1 <1. Voor de inverse 
fun~tie vin ~oi~ ~Jnctie ~clCt h~t2€lfdb, jus iz/ ~ !C(f(z))j voor 
; I 1 • ( ,, t , , ) j 1 ; l z < ''i. Hlt rui t vol gt l t .1 l ;;; J I "' I z: • Ui t ht:t twt:edf.i dci::l van h\llp-
~•t ,, ·1,, ,1,., J! I'\ V","f"' r,•:1 ,',--;,, T ,,~(-)) ·,·~ :·,~u~: "'("') ,. -- 1,.,,,.) ,·~u"' ff•,) ''S C,i ~ ....... , ...... , e:. r.t... ..,.,,,..,,l_)t,;! .,,,.,,, ., , , ... /))ti \-1 \,'., ,(:.:::.-.,, ... , ,..1 ,_ ,;,, ,c..,, ,:.\tS \I< \\,'..<~ I ;, •• ii,;Ji \""' J, 
Stel nu tw~e ~nh~~vo:.:lg s::1~nhnn~onJ~ ~~b1~~8r1 a1 en a2, cor1-
1',ot·"'•'' . ,'t, '(··l·--, 'l"' , ... ...., •I} •.•. ,,., .,,.,.,1, (' .-.··•t1·• I'• ,.. ,, r •. ··•·~t· -.11 ...... ·'O"' •. :.c· , .i ~,- ,,,..,.. ~. i .. , .. t .,!':.: ~ ....... ,; 'r -·~ .,.., t. ·r ·.:::- ..... ,. ; "·' ., .. 1.,: .... } µ ,, \t ".') \.)t_,, i ~ .Li .. '.,:~ . 1 t't: ~·· 1..... L 1-
• ... ' t... .I ,. 
f' (.~ .t' .. _,;'l.•· ,,, " .• ' ··'! .• •·· '. •• " I' ., \" '~ . ' . l"' .• ,,, ,... '\., • "' . ' ,-~ •· u> ~.I @ - l }-. ' +· • .,., h ➔ • ., 
- "- .;. 11..,\ ..... -1-,;,,t\.,"i.."'!c;) '\ l ., ·-.,,f< \,;'-_; \.Jt) ,, __ . ,) ~., ·--~ ,~., t) ... '\,..J.,,,11.,, Ir) j 11 1...;.-...:\o., ~~;~·,1,,...1.1,.i.,.,,,.i 
• ., - j " ,;.... "'""',1 ,_, • ... ,... r op z1.chz1.df rif. ,,Ju:; tp,.,"-¥ I.PA ,.~T~. w-1,'H•l.n t, v~1n de ~E)C'l,HH1tt.~ {3.t,) 
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G 11t~ t ,, \Toor· z ~t ln 1·J,:~:··~; I( (it .. 1 '.:-~ t •:~ n 
rl>-
. ' . I 
d~elvcrz8ncling v·,n G iJ, 08n t0sto~t ~r ~dn J~elrij van de riJ 
~ 
li\/z)J, (Lt,; :ln;. ;;mtform ;:,onv,:,.r\:;en't; :ta. 
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et• cen dcelt•ij v·.in fri(z)J b(-::Bt'.•Clt .• dit::- 1n (1lle puntu.1 tin conv0:r-geet•t. 
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D:i:-, rto(: btSChOUWt.:n \111;,' ,.:e:t~st dr.: r·1,'j ~ f,. ( b1 )j ; :.h.::H: la b1;;gr•1.,·ns1~ l;!n bt:-.. 
v···t :-ius een {;,:elri,j ':lie: conve:r:; .. f:r.-t: ,:-;c, rtj { l'n(z)} bczit dus o;:en 
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,h.elriJ tlUtJr 1:lk Jn :·;:, (u; :, t.u1.u·l1J'.i: {)Ck H, t,.1) conV<-;1'.'t;;,:·ert. :z:o k;;n-
?'14::n W(. -·Joo:·r;:·-~nr1. rw. __ kr1.J!'.:t:.n :·~c Ctn or:r}.indlgt::~ rtJ v~n t"ijt,~n: 
I " ) 
,:, \ I / •·• ' 
L ",(_ \ ,.'., } p " ii • 
,,.; 
!I 11 b1 t'm b2 
( , .. , \ !• ) / I ' '\ 
-•;. ·\•··), 
B H t ;.. en b.., ,, , "? 
.. l ,. .. , 
·' 
Elk(.: rlj r1J. w~ p~ssen ~u het ( ,., \ ( ·1 ) 
c• ,:;;)1 7 ) .;• «• ("") 
L~ \-, A3 ~ , ••• 
la e,.:n :J .. ;e1r•\;j 
' . ' (.if.:· rJ J 
j~ oorspror:kLlijke c1j en convcrgeert ln 
:~ l lE 
ving en 1lh; n r;eL:t Jt'r/z)-!\/::) l < rt· Houden ;,1e :nu k v;Jst en lntc.n we 
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tt1·ut--l't~lkc k, d'~n ~,crtjt(:t~1·i v;i, L.,~ .. ·1 t.:·l~•:(: ·K ce:t·1 0:1.r: 1.:1 ~1tt2)lst;l ·p:1nt(·;;!"·i, d1t:· 
., ) 
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t . .J - ., J - ·'1 • 
J~~(; \tt.-ri z:t~Jr·,.; lc.1.z:;:3 ,j··)ri k. ~Jt. · G 13J...:1 d(:ZE' 1<: lH:·}1oort ee·n etn(J:i~~; stt?lS,-dl 
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,!{ulrstel)._in;_~ 4 ... ~> .\1:) ·;llc ;\m.t~t..[, v,~1 :._, ;·•:1.j lrn(z)J rtn3lyU,sch 
1:;, n ;... n 1 f o rn beg t· c n s J z l .J n .1 :r: h c t L~ c b .L t: .:J G , ::l .·: r~ .1. :3 t; t' •;:; c, n d e e 1 r-1 j v n n d e 
b0stn~n~e uit J18 pu~t0n z, w.,3rvoor 
' _,, . 
r~ -o·~~-..;._ v· .1 
is bovenJi~n uni-
l k. Ncern 11u J0 verzam~ling Ck 
g;:.:lclt, c:i1t !2:j t(. k ·,.,n d::.it :le 
·1 l~-zf<k-' ,1,:, ,.~ ... , "'•· r' rr1u t . "'-,r,.,.t:;,4~ ;>•·•~• 
w~~ bt:wi,jz1;;n dr:t ck com-
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l v~n Geen k, zod~t A eer ~eel v1n c,, ls. Cm dit te bewiJzen p3eaen 
,, 
he ,., .. e-.:,r- Hett1t::-Bor:•r.:l tee: i~;:: le1~~,r~ a .. l.t•,l;?r' :1ur;t \:·· r. eeii OJ:1g€,1Jtn~~, :hi.s-
dqn1,-s (;:c.t de 0",1-~~evw;_,; dl.e twee m,:,11 zo t~;root ls nl'.),; blnn£'n G 11.gt. 
L n C , ,. l :t f:!. t . 
I'\, 
Op gron.J v:·:n l:ulpstellln1; 4. 1+ 1-fi er een ,jeelrlj vtir; £rn(z)j, :L.e 
unifor.1'1", •::-.crnver•i::eert: 1n ·::,. :--lE'7~,: r•iJ te:>'.t t \':eer eer: dee1r:t,J dle uri:~ !'cirr.1 
- I 
:::cnvergeert Lr : 2 en~~. r·Ft .~ier u. ·.-,r:et· r)et \lJ.r:gornrd.proc.•edt; tot; !J,;: 
,,·1r,·'1t ·~•nr e-e-vi (·'.noly,i' (' l,,,\J \'"''-~ 1'1~ !")'t rJ·\,·, 1~-i 'edc..,,.> ·" '''1•e,,r•1-r ,··n•·1 -
......... 1 .... ,1 111~.~ ,. i ,.t~-'!i:;;;; ... ,h.l 1:,,.., l , ... f ', .. ;., ' \ l.., "-•-..· .,>,.,l ,..\, t;.;"t,.~ .. ,, ,.,,t,\ J.4, -- - ~ -,,,, ~-·'• 
·-· l ,. n ' · , n , ~ ,;,: 
'.lt~r.<;t1 er·t. <)T) r;ror.ici ·v•'"'.:n t'1et \-: ornf·f~i-:?-rJde ":/'J Clt~t a:Jeze deelr1j r:J:-!n de r~;e-
1.1,,1, ~ t·e 111· 1·),~ 4 (, 
. 
en eer:E'.'·Sri•·J,1 :\ g ) .. n G· ? 
t:i.evl ·,c' Q••·,c.J _, i• f'(,.'\ nt"o+ l'('\r"'i''''t''t ,,,-, nl'et "e•"eer·du~r41 ---· 
..... , ri ... , 1 ~~) ;1, 1,.J ·,_,•:~ . .. \.; .. \ -::, r •"·, ,:>, -,,,1 ., .• -~"4-h'::l ... 1,.; , t.:.:.:.J.1 , , t:· •J,,. J1 .,. .... ~ J,..e•-_ _.;:;.,__ t ,.,. 
z .:. J r.i -E: r ~-~ \~:t~f.: "'I/ e !:·-: s ·:~ 1"1 ::.11. en .. ) e f)t~r; t er: 1.: ,.1_ en z ") l r:i G· ::: ()d ··1 t f ( ~:: .,~ ) :iif ( z /')) ':::V•,1 ·"' II 
- ,,. 1 ..... i 
:•,,~.-:--➔-- f'(,,\ r1·1e'· l',')'1''" ..... ,,,, .,,, .,,,, ee·, nmn·evir·--· V""" ... \1 ... fHJlJ -~ \ y··1r,,_ i._,iil<J· ... ~., ... \ L. I '.,I--. L· '--" ~- l. ,) t ~-1 1,., ,., .. ,.,,) , • .J. •.• ::i t.-"' ' ,.J ""'. L:;, '~) ,_, • 1 L-l,,1 l,, --~ .... ~--·21 ' l.-1 l. 
l"..nnf,n f'(z);-iw,\ J." V'Jor z/?.,, (rf>?p. z/::~:). E:' be'.1t,,-1n ,hrn t1--:eE' t'ti:i.ten 
t:~llc~·1.:.1r .: .. ~~eJe1,;::f:!r: ,.:ir~\<:{2lr:1 J< .. 1 E~r- K2 , c}J.c .i':·:~r:·t· }···11Jr~1 LJ_r!ner)::~;el)teden ti.r1r1en C+ 
1,·./',·.,,·_.'•·"••'','"', .-,,,v~•-,t ,,, ... , .. ,r•-e·· K" .., •.. "! ·,··, 11 ·1~·1~''''' K ''·il~·i-. e·' nc,·1-,+ f'{?)·iw v,--,o .. 
_.,... _ -;·•- l _ ~~-,., ... -\.I'., -..1 ,, •• 1 · .., J. \ • t.1 J '•'1 ">.,.· l, . ..,.,,~;~ .. ,~4,., ·,. :i.:,,. •• --"":? J. ,._·r_;) v j_J ..: .. , •-' ,,..,, .• \,-, ·"" \ ... : ,,_ 1 ¥ '"' i,, 
z C)p .ti.1 of !<:---_-1 • '.··t K .. ~; ·f•:··1 J(.) ('.C?J~,:~:ct ::.::1.jn .l.t3 er eer; > ,J z,J.J t, 
I ~- j ,:_ 
'1·r•I,.,)' W I) ·--1 v---.n-...-. r,. ,,,~~ tt (,-t .. ;.i~· -·"·•·~-, .... (1p_ •,'7:'1i•.·',,·}c-.i,rec]e1.··; : .. 1·,1:_,_~ f.t•v~ per.·.1 "", ':?'t:f,}:Jt: t\L, - ,,1 ., l-•V1. ,. ,~.' h,~ )1. ''')• IJ,d, ,., , . . . ... " -- , 
le \r,., 1\_r(•-.)/' < ,-; "C'<''' ·•·· o·: 1-< ~ >oe::> l::)CL_'J:1:,,s~r--,,_: V"n ;je stcllin.,:_: -',_ t'"1 ~,,. ... \ '-·· , ·,,' • , .... /, ,-~- ' t•' .i )..,··1 <,. ·' # --
v }n Houche v\n,Je1, we clat de ~.c:m V'H: Je rnt,1t1pl>.teiten v~m de nulpun-
ten b1nnen K~ (r~sp. 
I . 
K ) t"'( } f ~ .. \ t-"··, l,' ;..~· \ ... ' z .... ,1 
Vcor f' 1 ··,\ i•' 1°-1 (~\f- ,----,.""f•1 \! t" K~ :L'..·3 ,.,._,,,, v rY1"1t1e1•, •'iu··· er ts P€'"l I ..... \, ,., ,- i ·1 .. ,.\,.; '•.,◄ ,..<;. ,,, .,~t...., ., • . • ·: .. ..._,,,,.~.. ,.l2 ... \,..-,;:),.,,, _ .... , ~, ,.,; .. .. .. 
>- 1 {r•esp. c ,.J blnncn K,1 (resr.-,. IC,J w:~ 11r•vcor- t\Jr,1 )=f,Jt,:J•w1 • Omdnt I I c:. i i .. ,, .-~ ) f a;. 1 ~ 
) 1~ 52 • 1~ (Jit i.;-1 ::it;,•:.,}(_; :!1et ,_:e ee:H=e~2du1,i'i.c:heid v,~n !\)z). Htei"tnee 
is de hulpstell1ng bewezen. 
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We gaan nu over tot het bewijs von de hoofdstell1ng. Kies een 
punt pin G. We beschouwen de klnsse K van de eeneenduidige analyti• 
sche functiea f(z), die t";edef1n1eerd z1jn op G, waarvoor geldt 
ff(z)I ,1 voor alle z 1.n Gen r(p)=O. JBt K niet leeg 1svol£;t mnkke-
11jk u1t hulpstelling 4.1. ~eze geeft een conforme afbeelding van G 
op een cebied b innen r. L:-:i n t deze het punt p in ot overvoeren. Voe rt 
men d.·1:1rn1 een gebroken line:'.iire transformatie uit, die r op zichzelf 
afbeeldt en oc in O OVl'!rvoer-t, dan ligt de aamengeatelde functie in K. 
A1n elke functie f(z) vnn K voegen we d(f)•lf'(p)I toe; dit is 
een poo1tlef get~l. 1~2t D de bovenste grens van d(f) z1jn ala f(z) 
de klc1 see K d oorloopt; J is een post t 1ef re~el geta l of oo. In ieder 
gev:::il is er eer, rij functies {f11 (z)} , wcinrvan alle functies tot K 
behoren en w::arvoor geldt lim d(f )=D. Volgens hulpstell1ng 4.5 
n-oo n 
heeft deze r1j een deelrij {cn(z~ , die in G convergeert (en wel un1-
forr.1 in elk compact deel vr:n G) nnar een :-n1lytiache functie f(z). Nu 
is kl~arbl1jkelijk d(f)• lim d( 6 )=D. Hieruit volgt al dat D,' o0 is. 
n-+ oo n 
Verder behoort f(z) tot K. 01;1dat n.l. lr 1 (p)l=d(f)-D,'O., is f(z) niet 
constant. Volgens hulpstelling 4.6 is f(z) dus eeneendu1dig; verder 
geldt u1ter1nrd lr(z)l ~ 1 en f(p)=O. We zullen :-iantonen dat f(z) een 
conforme ::fbeelding vnn G op r tot stand brengt. Allereet"st is het on-
mogelijk, dater een ~ 1n G is, waarvoor jr(~)\=1. Ala dit wel zo was, 
zou er een omgeving van f(~) zijn die ~oor de nfbeelding overdekt zou 
worden; een dergelijke om6eving bev1t echter pun ten w met lwl > 1. Dus 
lf(z)I < 1 voor c1lle z 1n G. 
Noem B het beeldgebied vnn Gonder de nfbeelding f(z). Stel dAt 
er een « net l<xl .(1 1s, die n1.et in B l1 6t. D::m krrn de 3fbeeld1ng 
w1 =' r-:;::--;;: , v~ 
op ";rand v·rn stell1ng 3.2 op B :-;ls een conforme c:ifbeelding bepanld 
warden. Deze ligt vnst 1ls we de wnarde hiervnn in O (het punt O ligt 
in B) v:rntleg1;en. N e'.:1 df:ze w~icirde ~::::: r--=... Vcrder 11gt het beeldge-




beeldt B1 conform 1f op eer, gt:bled B2 cl1t weer geheel b1nnen de: een-
heidscirkel ligt. De s1meng0stelde 1fbeeld1ng v~n deze drie afbeeldin-
gen beeldt G conform op B2 ,if; met z=p correspondeert w=O, w1=p, 
w2-o. De func tie die deze ··, fbeeld tot stand brengt behoort dus tot 
de klasse K. We berekencn de nbsolutt: wri.:irde van de nfgeleide vnn deze 
functie in het punt p. Nu is 
1 
= 
= 1- J ~I 2 . 
1-1(31 4 
2~ 
( 1 1- lo<l 2J Tw::;- • 2 
1 ( -«w+1) W=O 
De gezochte absolute waarde is dus 
1 1- 1@1 4 D _ 1+ 1'31 2 
---2 • ------- - ------ • D > D, 
1- 101 2 l~I . 2 l0I 
omdat O <(1- /(3)) 2 = 1+ /(3) 2-2 Jr). Het gevonden resultaat is echter in 
strijd met de definitie v2n D. Uit deze contradictie concluderen we 
dat B= r. Hierrnee is de ;:ifbeeldingsstelling V,'.H1 Riemann bewezen. 
~ 5. VoortzetthJ;3; van de a fbeelding op de rand van het gebied. 
We willen nu onderzoeken in hoeverre de conforme afbeelding van 
een gebied G op een gebied B continu of anslytisch tot de rand van G 
is uit te breiden. Om de oplossing van dit probleem niet te moeilijk 
te maken zullen we echter gebieden met al te onregelmatige r□ nden uit-
sluiten. Een voorbeeld van een pathologische rand is het volgende. 
a 
ken weg 
1 1 1 Neem een rechthoek en zet op~,~, g, 
G ... van de (horizontale) basis even 
lange verticale lijnstukken, die kor-
ter zijn d2n de hoogte van de recht-
hoek. L□ at G het gebied zijn dat ont-
st::i.,t cJoor uit het binnengebied vc:rn de 
rechthoek deze onaindig veel lijnstuk-
te lnten. Het is d3n eenvoud in te zien, dat Geen enkelvou-
dig somenhongend gebieJ is en d3t de rand van G bestaat uit de rand 
van de rechthoek plu:3 de lijnstukken. Het hoekpunt links beneden ic5 nu 
een onbereikbc~,:'!r rm1dpunt van G. Hiermee is het volgende bedoeld. Er 
bestaat geen continue kromme die geheel in G ligt op het eindpunt n □, 
terwiJ 1 het eJ.ncJpunt n is ( een rgelijke kromme zou s ls volc;t te be-
pn len zijn: z = tf (t), 0 ~ t ~1, tp(t) continu, if (t) 1n G voor O ::::-t <1, 
tf ( '1) == a). We noemen een dert_,::elijke kronm1e een in n eindigende kromme 
in G. Als nu G conform nfcebeeld wordt op r en de afbeeldingsfunctie 
is continu voort te zetten tot een eeneendu:l.dige afbeelding v2.n de rand 
van G op de eenheidscirkel, waarbij a in b overgaat, dan zou een in b 
eindigende continue kromme :tn r door de inverse r::ifbeelding overga;:rn in 
een in n eincligende continue kromrne in G, het en niet k:rn omc]at a onbe--
bereikbaa r is. 
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nog e(:n restrictie voor oo bij onbegrc:nsde gcb1eden, zullen we de con-
tinue voortzctbaarh~id vnn de nfb~eldingsfunct1e op de rand nu 1nder-
dn:1d kunnt:n aantonen. D1artoe hubben we nog eerst enige hulpmiddelen 
nod ig. 
w~ kunn~n een anolytlschc functie f(z) ook opvatton als twee 
re01~ functies van twe~ rc~lc v~r~nd~rl1Jken. Stellcn wu n.l. W•f(z), 
Z=X+1y, w.u+iv (x,y,u,v ruijel), dan is u=u(x,y), V•v(x,y). Voor d~ze 
functil:.!S gelchm de d1fft:rentirialvcrg(::11jkingen van Cauchy-Rit:mann 
Vcrdt:r is f I ( z) .. au + rx 1 ~ • H1eru1t volgt d::it de functionaaldt:termi-
nant V3n de twee fucties 
aA 2 






De volgend2 s~0111ng ontlunen we 3an de integraalrek~n1ng. 
Als f(z) het GCbiud O conform 3fb~eldt op hut gebied Ben Vis 
~en v~elhocksgtbied, d1t met zijn rand gchccl binnen G ligt, dan is de 
oppcrvl9kte v~n hut becld v□ n V gclijk aan 
JJ Ir ' ( z ) I 2 dx dy • 
Als B bov..:ndit:n bt:cr1:nsd is, bL:stnat voor deze 1ntegraal een bovt:n-
grcns, di1.: nic·t van d·~ keuze v:rn V of'hJn;_;t (b.v. dt: oppervlnkttJ van 
eLn vierknnt d □ t B gcheel insluit). Als ~ 0en punt is dot nict in Ven 
nict op de r~nd vnn V ligt, knn door ovcrgang op poolco~rdinaten door 
Z=:--+p,_, 11f' ( pr1.:;Jel i o, 'f' !'."t:C<.:1) d;;: int0graal in dt: vorm }Jlf'(z)J 2pdfr' 
br,.,cht wordcn. 
Als f(X) en t(x) re~l(; integruerb□ rc functies op het re~lc in-
t t: rv '7 1 ( 1 , b ) z i J n , d cm e.'. cl d t 
Dit volgt d1rtct uit hct r~it 
b b o~l (Cf(x)+lf(x)) 2dx = L (1f(x)) 2 
dot voor rctJh. A gC;ldt 
b 
dx + 2A j lf(x) f(x)dx t 
a b 
)2 J (f(x))2dx. 
a 
Als Geen enkelvoudig snmenhangend g~bied is, en C een compact 
deel von G, dan bestaat er ~en veelhoeksgeb1~d V, dat met zijn rand 
gcheel binnen G ligt en w□ arbinnen C ligt. VJn dezc st~lling l3t~n Wt 
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h•,; t 'r!(;W l j ti !JC ht.;; r•w:e(• • 
i\1.:J G ~cri w.:l•tu~ is, n~.ii:.:!icn w1. a* h(:t gi.:l:ricld, dr1t ont~ttH!t door 0 
:tr; t1t; r·c~Flc· :Js tt:.· s·p"tt:t·;cJ.c.r:i (G • :tB dll!:1 de v::..:·1---z:1~n~:;llttt~ v1n df~' pt1nt~ion -z, 
wr:~•rv,)01' z in O 1.11;t). /ds nu f(?) 'in'.'l lytit1ch :1.n G is, dnn 13 rCif r:rn::1•· 
l ,, 
. . ) , 
,.;!'' h.h:ruit VOl<;t 
.... _ 
~~rk~n w~ ~cr3t op, dnt f(i) ~1t~rnnrd in 
,.::t;:n :\n G*, (:::in 1L;t :i ln O. Or.1dr1t f{z) 
c,,() 
f' { ., ) -- ~-
., ' ,:, , -· /...---·· 
n:-.-::() 
f ( :: ) 
..• I " ) ·- -t T-:';\ 
,:.,\.<- -•. \••/ 
.l"I i ~ ·, z in O or z op l·,,c,, 
,: 1s 
rl" ,·..,( : ... en 
....... 
I.I 
r1~.:t r1.iddr.::l)~)unt c., c1i,{ zo klt::in is, t ('.i 
c·,_: ;:_~ c ,:._.' 1 t. \r ··:i n 't1 \ .. t 'c 1 n n c< r,,< c: t:1 i .. ___ : d ,./i_: n }( t, '.J \rt .. .- l:: { rt ... :3 p . l)<..' n t.: -~ t.: n ) ,J ,_ rL -~--~ 1 (7- ::1 s 
lJc; f1C1 () rt :~·J n t -~~· t G ( r.,'-; Gp • G *·) * \T 1:J r'tn n1:i 
''i ( .., \ = 








st1nd~n v~n d~zt as 1 dusci1nlg d3t z bov~n 
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Ve,:•onde:~et~J. dat l.1.m f(l.f( t)) n1et l:1e&t.aet. Ne$m een willekeur1go 
one1nd1ge riJ r'\.,} mett◊J)..,_<1 en llm ').r,•1. De rij Cr(v(\. ))} 11 be.:. 1..''l', !, l\➔<IO • \. ''rl 
grer.sd eri hE·z.i.t dus eer, (;.:.:nvergente dee1r1.j. i::r is due e-en ri.J l~n} 
mE~t O i:: L <. 1 ~n 11m ~ ,., .. , w,::ia·rv(ic.n· 11.1'?', f(lD{! ... ) )•c beetaat? Omdet 
.i n -+()I:, n t: .-,.oo t 'i "' t1~1 f(lf)(t) )ac nlet gelrlt;, is er eer: « > 0 trn t~en t•ij {t""nl met 
(' ✓ _M, , 1 ~'l"l 1~.m ··~ ''(""' t- i r{w( .. ;·· \ ..• I -.. - r,,-,0 ... var• ·1·e ... , I r .M ') 
, •• 'I:(' -~1 ' .. n ,;~"° ~n- ·' •· ·' ..,:, " I(. T' 'l11 ;1-.. "" - • ..,..., • "" 1 ' · ..... .,, V n} 
eer1 deelI"i.j te n1:imtm,. kunnen we een ri,j t~nJ verkri~igen 1net O <;. 'Zn< '1 
en lir., ,;, •1, waarvnor 11.::-1 f('f('I';, ))•d b€13taat ('ri 11.!-dt ~Oil, du.a zeker 
n ➔oo '• n n -•.1,0(, i, n 
cJd. Uit hulpste111ng 5.1 volgt;, aat c end in S liggen~ 
Neem een clr-kel K1 :net midde1punt ::.: en een cirkel 1~ met m1ddel .. 
punt d I zodat de twee ,~irkela bu1ten elkaar liggen en zodat de straal 
van K1 ~ re: en de stt•aal van K2 ~ l'\:3 ia. De door•::rnede Vt'ln K1 en B be-
staet dari uit me cirkelbogen en de dooranede van K2 met B ult md cir-
ke lbogeri. Er bee ta at nu een pos1.t1ef geta 1 d Zt)dat de a ratand van een 
willekeur.tg punt op K.1 i::n een \-illlekeurig punt op ~ ~ i is. 
Er 1s nu een !n, waervoor f(~(~n)) binnen K1 11gt; er 1s dsn ook 
t~en 1:m>Sri' waarvoo1~ i"(if('Z.m)) binmrn K2 ligt. De kronrne f('f>{t)) 1 00:r 
~n ~ t ~ tm anijdt K,1 en K~: be:ide. Er is mi een ~P > 'em, waarvoor 
r( (f( tr)) binnen K1 ligt enz. Op deu: wij:r.e icomeri" we tot twee r1Jen 
" l CS'nj en Crc } met O ~ G., < '1, O "- ,:- .. ,i:: ·1., 11m Ci 0 ai lim 'l:"n-=4, a lle \ n ?, t. n-+co n ➔ i:lill> 
f(f(<Sn)) op K1 E;;n wel op dezel:fde det" m.c cirkelbogen er:1 alle f(tp('t'n)) 
op K2 en wel op dezelfde jer md cirkelbogen. 
Stel nu l.(>(<3',1)=s 1 , f'('f(cr1 ))""u .. 1, ifi("t'1 )=t.1, f(lf('t'.1)}• v.1• Kies een 
P >0 zodat I s 1-t:i! > P en !t1-:1,i I> P. K1.es verder een £ met O < t < p_ 
Noem.KE' {resp. KP) de c1rkel met middt'.lpu:Jt a en etraal £ (resp. straal 
P)~ Kies nu n zo groot dat i.p(cr. )=s,::i en 1,>('t' )•t,, bir'men Kt' 11ggen. 
n ,. n c:. "" 
Noem f(e 0 )=u~ en f(t.2)~v~. Een van beide cirkelbogen u1 u.2 van K~ ligt 
.;;. C. ,. ,,., • l 
geheel binnen B, noem deze BA; analoog B2 de c1rkelboog v1v2 van K? I • ... 
die geheel blnnen B ligt. Beeld B1 en B2 met behulp van g(w) af. Dit 
geeft corit1nue krorrrnen c1 en o2 bi.nnen G, di.e reep. a1 met s2 en t. 1 
met t 2 V€:rbinden. 
Voor iedere /' met e <J°~ P antjdt. de clrkel K_p met mi.ddelpu.nt e 
en atraa1 p elk van de krommen G1 en c2 mins·tena een keer hinnen da~-
ger,e der- m8 gebi,eden waai:· s.1't1 ,s:>. en t 2 binnen liggen. Stel dat ~-&ti 
~,.,o zulke aniJpunten tiJn, dan 11.gt f'(s,.o) op K1 en t{t,.o) op ¾• dus_ · 
}f(sp),.f(t.P) I ~ e. Een der beide c1.r\celbogen s.,C'lJ oµ Kp 11gt binr\e:n' o. 
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1 1 'P1 We stellej nu voer punten op K,o: ~ •a+ pe f en wel sJO --♦ r'e en 
t;:> •a·+ ,oe 44> 2 • Neem aan da t de in pos 1 t 1eve zin doorlopen boog van " 
near~ b1nnen a 11gt (het andere geval gaat analoog); we kiezen den 
, 2 -2Ttc: 'P 1 < 'P 2 • Dan is 
cJ~lr(~)-r(s;,>l-1 fr•($)dsl- I r2 f'(•+pe1"')1peilfd401" 
boog 11 
:, van~ 
~,J 2 \r'(S) l d'P. 
11 
Me~bchulp van de oijel1jkhe1d van Cauchy-Schwar~volgt h1eru1t: ~~( f lr•())ld'f)\J I f'(S>l 2d'f' J'f2 d'f ii 2« f lr•($ll 2dlf. ~ \~ ~ ~ ~ 
B1j ~ hebben Wt. een boog ~ •SI° :P gevonden. Voegen we deze 
B.,c voor &-EJ)1i P ssmt:;n tot t:en verzameling w, dan ligt W binnen a. 
De afsluiting r;f van w, di~ ontstaat door aan Wal z1Jn verd1cht1nga-
punten to~ te voegen ligt echter ook nog geheel binnen O. Ben ver-
d1chtingspunt p van W ligt u1teraard in G of op de rand R van O. Stel 
dat pop R ligt. Dan is er een riJ punten Pn•S+JOne 'f>n in W met 
lim Pn•P•B+ pe11.P • Dan gcldt t, p ft P. Er is een oirkel L met middel-
n~co punt p, waar geen punten van c1 or c2 
L k binnen 11ggen. Vel:'der geldt 11m .Pn•f'i 
~ n~• 
,,:~r zijn dus one1nd1g veel n waervoor 
.Pn > ./v or one1nd1g veel Pn' waarvoor 
;:,0 </". We behandelen het eerste geva l. 
Op L liggen e1nd1g veel randpunten van p (ala L kle1n genoeg genom~n 
wordt); als Pn d1cht geno1;;g b1J JO is, liggen deze buiten KA • Als n 
groot genoeg is, ligt Pn binnen L. Dan 11gt de binnen L geleg9n boog 
van~ geheel binnen o. Omdat G enkelvoudig samenhangend 1s l1gt dan 
o•k he~ gedeelte b1nnen Len tuseen twee K~ 's binnen Gen dus ook het 
gedeelt~ binnen L en tussr:n K/0 en JSo binneR o. Het is makkel1Jk na te 
gaan, dat dit 1n str1jd m~t vo8rwaarde (A) 1s. 
Dus 11gt YT b1nnen G; vcrder is V begrensd en gesloten, due com-
pact. Er is dus een veelhoeksgebied V oat binnen O ligt en waarbinnen 
I 
V ligt. Laat A een van V onafhankel1jke bovengrens voor de inhoud van 
het beeld van V b1J de conforme afbe~lding z1jn. Dan 1s 
p 
A ~ f Ir• (~)1 2/1'~ dlf ~ / J2 ...2 2 odJ::>• ...L. ( log P - log C). 2 'f'f,,P / J 21' 
,. 
Door C dioht genoeg biJ O te kiezen, vinden we een tegenatr1jd1gbe1d. 
Hiermee is bewezen dat 11m t(f(t)) bestaat; op grond van hulpstel11ng 
5.1 l1gt deze lilliet tot 1 s .. 
cs 27 
Twee krommen 1n a di~ in a eindig~n en die 1n hetzeltde van d~ m,. 
gebi~den 11ggen geven dez~lfde lim1et, omdat wv een d6rde kromme in 0 
kunnen maken, die in a ~1nd1gt, ~n die van elk van be1de krommen w1lle-
keur1g d1cht biJ a gel~gcn punt~n bevat. Dit beruat op het feit, dat 
als b en c tw<:e punten WP, h~tzelfde der m8 gobieden z1Jn, t:r een krom-
me: binn0n O btstaat dii.: b en c vcrbindt, zodat voor elle punten z van 
dezc kromm~ geldt fz-af ~ max (}b-al, le-al}. Om dit aan te tonen mogen 
w~ I b-a I ~ I c-a \ verond~rstellen. Omdat 0 
een sebi~d is 1a er een kromme K binnen 
O die b met c verbindt. Laat p het "laat-
ste" snijpunt van K mot de c1rkel 
Kb ( lz•al •lb-af) z1Jn (het 1a mogelijk, 
dat P•b). Het stuk K1 voorb1j p ligt den 
geheel binncn Kb en dus ook b1nnen dat-
gene der m8 gebieden, waar b enc in ligg~n. Dus p ligt ook in d1t ge-
bied. E~n van de cirkelbogen bp van de cirk~l ¾ ligt dus binnen 0, 
Doorloopt men deze cirk~lboog van b naar pen vervolg~na K1 van p naar 
c, dan heeft men een kromm~ di~ aan dt ver~1aten voldoet. 
Tcllen we elk punt~ van R nu m8 keer, dan noemen we d1t R•. Ana• 
loog krijgen we s•. We hebben nu gevonden, dat we de f'unctie f(z) kun-
nen voortzetten tot een afbeelding van R* 1n s•. Door de rollen van O 
en B te verw1saelen v1nden we dat dit een eeneenduidige afbeeld1ng van 
R• ops• 1s. Verder 1s de uitgebr~1de afbcelding op Oen R• semen con-
tinu en ev£neens de inverse afbeelding op Bens- samen. Hiermee 1s de 
continue voortzett1ng van de afbeeld1ng tot stand gebracht. 
We beschouwen nu een onbegrensd enkelvoudig samenhangend geb1ed O, 
det aan de voorwaarde (A) voldoet en niet het hele complexe vlak is. 
Omdat O niet het hele cornplexe vlak 1s, is er een complex getal « dat 
niet in O 11gt. Kies verder een punt p in O. De functie V z-« kan a ls 
een eenwaardige eeneenduidige analytiache functie in G verklaard wor-
d~n, die vast ligt ala w0 een keuze voor Vp-ot.. doen. De afb~elding 
1 
'W - ------Vz-oc. + Vi:>-« 
beeldt G conform af op een begrcnsd gebied B (zie het bewijs van hulp~ 
atelling 4 .1). Deze afbeeld1ng is (beha lve eventueel 1n 0<. } ook nog 
langs een in een randpunt a eindigende kromme in O analytisch voort te 
zetten. Nadert men a echter in versch1llendc der m8 gebicden, den kan 
het beeldpunt verechillend z1Jn. Voorbeeld: O is het complexe vlak met 
daal"Uit Oen de negatieve retne as weggelaten. Neem C(a0, P•1, De at:.. 




f w➔ I< t . Ala men van de bovenkant 
(resp. benedenkant) tot de neptfe,e 
reele as nadert, nadet't bet 'b4!teld-, 
punt tot ~en ben~den (resp. bov~n) dG re~l0 as gelegen punt van de 
c irkel. 
Als het punt 0:. uen randpunt van G is, is de afbeelding in 0t. nog 
wel continu ( in ons voorbe8ld correspondeert Z= ot=O met W=1). Het is 
verder makkeli,jk na te gaan dat B ook aan de voorwaarde (A) voldoet. 
De inverse functi~ 
z = pw2 -2w Vp:o;: +1 
w2 
is in bet hele compl~xe vlak analytisch met uitzondering van w=O. Dit 
laatste punt is echter wel een randpunt van B; dit correspondeert met 
Z= QC • 
Als G met zijn rand samen niet het hele complexe vlak is, kiezen 
we voor het gemak~ ni~t op de rand van G (in het bovenstaande voor-
beeld lukt da t n t). Verder kan bovc:mstaande constructie ook word en 
toegcpast als G begrensd is. De enige wijziging in het bovenstaande 
is, dat W=O dan geen randpunt van Bis. 
Door de bovenstaande resultaten te combineren kunnen we de con-
tinue voortzetbaarheid nu ook voor willekeurige (eventueel onbegrensde) 
gcbi0den Gen B, die aan de voorwaarde (A) voldoen, behandelen. Laat 
~ een conforme afbeelding van G op B zijn. We n0men afbeeldingen 
'4'1 en 'P 2 van G op G1 en van B op B1 van het hierboven besproken 
type; waarbij G1 en B1 dus begrensd zijn. De afbeelding 'P 2 'f ~ 1 -'1 is 
88n conforme afbeelding van het begronsde gebied o1 op het begrensde 
gebied B1 • Deze is, omdat G1 en B1 aan de voorwaarde (A) voldoen, con-
tinu voort te zetten op de rand;;-:n R,f en S~ van G1 en B1 ( randpunten 
zo nodig meervoudig ·get old). Nu schrijven we If= 'f2 - 1 ( 'f 2 I.(> 'f 1 - 1 ) 'V 1 o 
De afbeelding ~ 1 is continu voort te zetten op de rand R* van Ga 
waarbij echter, als G onbegrensd is, het randpunt O van G1 niet als 
beeld optreedt. Daarna passen we de door '-J' 2 '-f \j> 1- 1 ge!.nduceerde 
afbeeldingen van Rf op S~ toe. Eventueel correspondeert met het rand-
punt O vRn Rr cen eindig aantal (en wel m0 genomen voorO in Rf) pun-
ten van S~. T~n slotte is \j>2- 1 continu voort te zetten op st, echter, 
als B onbegrensd is, met uitzondering van het punt O. 
Door dit alles samen te stellen vinden we dat de afbeelding t.p 
continu voort te zetten is tot een eeneenduidige afbe8lding van R* op 
s~, 0chter, als B onbcgrensd is, eventueel met een eindig aantal uit-
zonderingspunten op R, die met c-o corresponderen en, als G onbegrensd 
is, eventueel met een eindig aantal uitzonderingspunten op S-Jt(., die met 
oo corresponderen. 
veronderstel., dat G aan voorwaarde (A) voldoet en dat B=P. Stel 
dat het randpunt a van G geen eindpunt is en gelegen is op een analy-
tisch s tuk randkromme Z= tp( t), O , t , 1, tp (1" )=a, 0 < i1 < 1, if> ( t) ana-
lytisch en ~ 1 (t)~o. Laat verder een conforme afb~elding f(z) van G op 
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I"gegeven z1Jn; in ov~r~enst~mm1ng met h~t bov~nataand~ denk~n Wd ona 
doze al cont1nu voortgtz~t op d~ ron~ R• v~n G. 
Er 1s nu een omgcving U van ;J in htt t-vlak, wearbinnen -,(t) 
(t 1s compl~x!) anelyt11ch ~n eeneen-
du1d1g en due conform 1s. ~ punten 
van de r~~le aa worden in raT;dpunten 
van C afgt:be:eld. Door U voldot:nde klein t<:: kiezen, kunnen we bt.reikcn, 
dat gGen van de andcr~ punt~n van U in een randpunt van G wordt afgu-
beeld. Dan wordt minst0ns 66n van de be1dt helften waarin U door de 
reUl(;; as wordt v~rdeold, gcheel binnen G afgob~eld. Stel dat dit de 
bovenste helft Im t > 0 is. Dan is r(.p( t)) gedet1n1eerd en continu 
voor t in U E:n Im t ~ o, ana lytisch voor t in U en Im t > O; VE:rdc:r 
geldt voor re~l~ t 1n U dat ff~(t)) op de e~nheidsc1rkel l1gt. Op 
grond van het op1~gclingspr1nc1p~ kan f(f(t)} analyt1sch word~n voort-
gczot in U un dus f(z) in het beeld van U bij de atbeeld1ng 'f)(t) 
fwant f•f ~• 'f-1). In het bijzonder is f(z) dus analytisch ir. a. 
Als Gen B beid~ aan (A) voldoGn en a en r(a) z1Jn bv1da g~en 
~Lndpunten er, wel gelcgen op e~n analyt1sch stuk randkromm~, den is 
f(z) analytisch voor z-a en g(w) analytiach voor W•f(a). D1t z1et m~n 
in door de afboelding 1n twee stappen via P te laten verlopen. 
Tenslotte bew1jzen we nog de volgende atelling, die vaak nuttig 
is om te be~ijzen dat een bepaalde analytische funct1e een confonne 
afbeelding tot stand brengt. 
Stelling 2.2. Laat C een enkelvoudige gesloten weg zijn en f(z) 
• 
analytisch op en binnen e. Laat verder het beeld van C bij f(z) een 
enkelvoudige gesloten weg c1 zijn, die eenmaal doorlopen wordt ala C 
eenmaal doorlopen wordt. Dan is f(z) eeneendu1d1g binnen C en brengt 
een conforme afbeelding van het b1nnengebied van Cop het binnenge-
bied van c1 tot stand. Ala e in positieve zin doorlopen wordt, wordt 
c1 ook in positieve zi~ doorlopen. 
~wi~s: Neem een we die niet op c1 ligt. Dan vinden we door 
transformatie van integralen: 
1 ;· r• {z)oz = 1 f -2!!- . 
"21Ji' f(z)-wo ~ C w-~o 
1 
Hierb1j nemen we C in ~ositieve zin doorlopen; c1 wordt in de met C 
corresponderende zin (op grond van de afbeelding W•f(z)) doorlopen. 
Het l1nkerl1d van deze ongel1jkhe1d 1s gelijk aan de som van de 
mult1pl1c1teiten van de nulpunten van de functie f(z)-w0 ; dat is in 
ieder geval een geheel getal a o. Het rechterlid is nul ala w0 bu1ten 
c1 l1gt en ,;t 1 ala w0 binnen c1 l1gt (z naar gelang c1 in pos1t1eve 
or negatieve z1n doorlopen wordt). De uitkomst -1 ie onmogel1Jk; dua 
c1 wordt 1n positieve e1n doorlopen. Dus ala w0 buiten c1 11.gt ne•t 
f(z) de waarde w 
0 
f{z) de waarde w 
0 
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binnen C niet aan en als w0 birnen c1 ligt neemt 
binnen C pvecles ~~nmaal aan. Een waarde w0 op c1 
kan f(z) binnen C niet aannemen, omdat de functie anders in een omge-
ving van het punt waar zij w0 aannam oak waarden buiten c1 zou aanne-
men. Da2rmee is de stelling b-ewezen. 
~1. Inleid1n5. 





'l. '1. Poter:_t1aal_E~obl~~!E1 in de nwthematische nz~ica. 
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In vele getieden van 1e mathematische physica komt men aitu•tiee tegen 
die b~achreven kunnen warden met functies die voldoen nan de eotentiaal-
Ve ,..e,elijking: r.,,,,,.,., .. e•" ~k·1 •·,,,,. v·'·•· ~ \ ",, L 1:::, .... . !. ,1 ..... "C.· 0 • l Laplace) 
( '1 ) 
We noemen e~ enke1e. 
A .. Warn~eseleidin (stationalr). 
In veate stcffetl ·111ordt de: otroming virn war"m.te onder invloed i•an een 
t.em.per2 tuuri-v~~rva .1 tee·::·hrevE:n door de we-~t v~rn Pourier 
' i! q., "" -K '.>,~ , j c,,:. 
of' in vec tor-vor·m 
{2) 
W,9at•in T(x,y,z) de temperrituur, q(x,y,z) de strocmsterkte (aantal een-
heden van warmte per eenheid van tijd en eenheid van oppervlak door 
een oppervlak loodrecht op de stroomrichting) en keen evenred1ghe1de-
constante is, die b1J homogene materialen cnafhankel1jk van de plaats 
ls. Verder geldt vcor· stationaire stroming een ,!behoud wet" 
of' cl:l.v -q ,,., 0 (3) 
die ui td rukt de t geen wa rmte ve:~loren gaa t of' geproduceerd wordt. 
Subatitutie van (2) en (3) levert 
zodat T due aan een vergelijking van het type (1) voldoet. 
B. Electrische stroming in een metaal (stationair)~ 
Hier geldt de wet van Ohm 
-+ 
i = - c:r grad tf 
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('r = stroomdichtheid, v= geleidingsvermogen, r.p = potentiaal). 
-Verder geldt weer div i = O, en dus A 'f = 0. 
c. Diffusie (stationair). 
Wet van Fick: q = - D grad c 
(q= diffusie snelheid, D = diffusie constante, c = ccncentratie). 
Ve rd er d iv q = 0, en du s A c = 0 • 
D. Stroming door poreuse media (stationair). 
Wet van Darcy: q = - k grad lf 
(q == filtersnelheid, k = permeabiliteit_. f =-= potentiaal). 
Verder div q == 0 en dus LJ,. ? = o. 
E. Electrostatica. 
-Voor de electrische veldsterke E, 
_... "E3 a E2 
rot E = 0 (= ay - az, 
waaruit volgt dater een electrostatische potentiaal ~ bestaat, zoda-
nig dat --t E = - gr•ad If 
Verder geldt, indien geen vrije lading aanwezig is, voor de dielectri-
-----+ 
sche verplaatsing D 
-+ div D ::; O. 
- -¼ Uit D = e.E, waarin e. de dielectrische constante is, volgt dan weer, 
-als E. niet van de plaats afhangt, div E = - ~tf""' 0, 
F. Magnetostatica. 
- -Voor magnetische veldsterke Hen de magnetische inductie B geldt: 
---? 4 -4 --,, 
rot H = 0 , d iv B = 0 ., B = r H ( r ::::. perm ea bi 1 it e it ) • 
G. Voor rotatievrije stroming van een ideale vloeistof (incompressibel 
en niet visceus) geldt rot v::::;: o, div v = 0 en dus v = - grad 'f , 
.1 'f =0. 
Uit deze opsomming blijkt dater een grote analogie bestaat tussen 
geheel verschillende verschijnselen (die ogenschijnlijk alleen gemeen 
hebben dat ze stationair zijn en dat de materiaal-constante onafhanke-
lijk van x,y en z werd verondersteld). 
In alle gevallen is de stroming divergentie vrij (behoudwet). Ook is 
de stroming rotatievrij, dus een potentiaal-stroming (snelheid = gra-
dient van een potentiaal). In de gevallen A t/m D volgt dit uit een 
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emp1r1ache weeratandawet (Fourier, Ohm, Fick, Darey), in de over1ge 
gevallen omdat het r'Otatievrij z1Jn ale natuurwet or ala beperkende 
hypothese (geval 0) gegeven is. 
Zoals bekend heert de potentiaalvergel1Jking (1) vele oploaeingen 
en eenduidigheid wordt pas verkregen door op grond van de phyaische 
s1tuat1e bepaalde randvoorwaat"den te fomuleren. Ook hier blijken ver-
gaande analog1e~n tussen de bovenbeschouwde gebieden op te treden. 
1.2. Twee-d1mens1onale problemen. Stroomfunct1e. Verband met runct1e~ 
theorie. 
In al het volgende zullen slechts twee-dimensionale problemen wor-
den beschouwd; dat z1.jn problemen waa rbij de optredende funct1es 
slechts van twee cartesische coordinaten afhangen. Dlt is b.v. het ge-
val 1nd1en het gebied waarin de atroming plaata vindt begrensd wordt 
door twee evenwijdige ondoordringbare vlakken, terw1jl de over1ge ran-
den alle loodrecht hier opstaan en de hier geldende randvoorwaarden 
niet varieren in de r1cht1ng loodrecht op de vlakken. Ook kan een twee-
dimeneionaal probleem een benadering zijn van een in wezen dr1e-dimen-
s1onaal probleem, waarbij de afmetingen 1n een richting zeer veel gro-
ter zijn dan in de andere richtingen (b.v. strom1ng om een vleugel-
prof1el). De handelbaarheid van twee-dimensionale potentiaalproblemen 
is nl. zoveel groter, dat men gaarne over de bezwaren van een niet ge-
heel juist beeld heenstapt (of die achteraf door correct1ee ondervangt). 
Definitie. Een functie i:p (x,y) heet harmonisch in een zeker gebied 0 
van het x,y-vlak 1nd1en 
a• 
,2, J2, .i. il 
en ( en dus zeker q, , ~x., en ~Y ) bestaan en con-~ ~ u IJ 
tinu zijn in G; 
b. J2 ♦ o2 ♦ 
~+~-o 
c) X ~ y 
in G. 
Zij <> (x,y) harmonisch in een enkelvoudig samenhangend gebied o. We 
kunnen ,(x,y) opvatten als potentiaal van een twee-dimensionale stro-
ming 
==-%, - il. ( of q = - grad + ) . q1 q2 = ( 1) oy 
Op grond van de bovenstaande defin1t1e 
oq a q 
zijn ax1 en •Y2 continu in G en 
..... oq1 aq2 d2 ♦ 4 (2) div q • 7'x + Tii - - -:::-2' - - o, y cl X ~y 
zodat de stroming diverient1e-vr1J is. 
We Willen nu een stroomfunctie invoeren. Daartoe beschouwen we 
eerat een geheel in O verlopende cont1nu d1fferentieerbare weg L die 
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twee punten A en B uit O ver-bindt. De hoeveelheid "vloe1ator" die per 




waarbij qn de component van q is 1n de rich-
ting van de not'fflSal in een punt van de weg 
(we zullen biJ een georienteerde weg de normaal-veetor steeds kiezen 
in de r1cht1ng die 90° "terug" gedraaid 1a ten opzichta van de raak• 
vector). 
Op grond van het divergentie theorema van Gauss (dat geldt als 
div qcontinu is) geldt voor een 5esloten weg f qn ds = }J div qdxdy == O, 
L G(L) 
waarb1J G(L) het door de weg omsloten gebied is. 
Hieruit volgt direct dat QAB onafhankeliJk is van de gekozen weg (mits 
deze geheel binnen G verloopt). 
Kies nu een vast punt (x 0 ,y0 ) 1n Gen zij 
di:.f' J ( X, y) 
'f' ( x , y ) sW - qn d S • 
xo,Yo) 
(4) 
Volgens het bovenataande hangt t(x,y) slechts van (x,y) en het vaste 
punt (x0 ,y0 ) af, niet van de integratieweg. Na keuze van (x 0 ,y 0 ) is 
t(x,y) due in geheel G eenduidig bepaald. ~ (x,y) is kennelijk conti-
nu 1n G. Om de differentieerbaarheid na te gaan beschouwen we de u1t-
drukking 
J { t ( x +h, y} - t ( x, y ) ) met h,'O • Da a r t { x, y ) ona fha n ke 11 j k 1 s 
van de integratieweg in (4), kunnen we deze eerst van (x0 ,y0 ) naar 
(x,y) laten gaan en dan langs een rechte lijn van (x,y) naar (x+h,y), 
zodat 
1 { J 1 (x+h,y) 1 (1+h,y) n t (x+h,y)- f(x,y) = - n J qn ds • n q2 dx = (x,y) x,y) 
= q2 (x+ 8h,y), met O < a <1, daar q2 continu is. 
Conclusie: 1f, bestaat en is gel1Jk aan q2 • - J;. 
Analoog v1ndt men 1f = -q1 = ¾J-. 
De functies '¥ (x,y) voldoet dus aan de d1fferent1aalvergelijk1ngen 
(5) 
Samenvattend. 
Ste U.ing ·j. Z:1j ; ( x,, y) hcH'mon tad·1 :tn een enkeJ.vo\1dig s;:1me:nhengend ge-
bied G. Dan beataat in O een op een addltieve constante na eenduidig 
bepaalde ~-:ontinu different1.(:et .. br.~re functh~ f (x,y) .. zodanig dat (5) 
geldt. 
Uit (3) en (4) volgt 
Verdet"' 1a c'! f = ft dx + ii' dy ... q,., dx - q,1 dy, wl!la rult vol.gt dat X -rf c. 
de 11,jnen ~ • con:st. Sitr.·oom11Jn~ zijn (waar dy adx 11"! q~~ : q 1), dtt:: 
loodrecht op de a,:;q'.1lpot~ntian lUJn.~I:_ (wrHH" d ,,-q1dx-q2dy.() en dus 
dy:dx--q1 :q2 ) staen. 
Op gror1d hierv,rn ~:Jl ~: (x 3 y) de;i stroornfunctie wot•den genotmd. 
We herinneren nu a9n de volgende stell1ng uit het begin van de 
funct1e-theor1e: 
Ala + (x,y) en t (x,y) in een gebied O vr:in het x.,y-vlak: 1;ontinu 
d'f'fer•er1 t·'i,-:,e ... ·oc~'a"' "' 1 ◄ r, er" Ho:d··~•-•>'"l ::~n•,~ {•".'.' (d1f'fe"'enti'3"'1V~'f'i"'elill•'111 £'.f•r1 ' - ..., -' .. ""_.,_ - L ,. ).. ,._ ..I,, ,tJ ~.. .f ~' .,-.. 'v·" i • ·, .... , • •• \ , \ _,.,' / ~ - L • · 'I-- \iA ...._, ._,:, 1.f lro- •, ~ 11,.. l -~• • 
functie ve~ z~x+iy 1n het met G corresponderende deel G~ va~ 
.J. 
plexE z-vlBk. <'"ok bet orngekeerde geldt: i;.:u:i Jl,{z) ant'!lytisch 
den voJ.doen 1-} (x,y)=Refi(z) er~ t(x.,y)=Im..fl(z) aan (5). 
Combinat1e van deze stelling met Stelling 1 leve~t 
het (:. om-
ls in G z 
Stelling 2. Als ~ ( X, y) ha !'tnon:1.t3ch is in een enke.lvoudig ~amenhangend 
gebied G dan bestaat in het ~orresponderende gebied G~ een op een ad-
... 
ditieve imf.➔ i,inairi;~ •.;onstante r.a eenduid1g bepaalde ~nelytische functie 
Jl(z} zodan:Lg d~t qi (x,..y) ""Re ..fL(z). Voor de tii.j q, lJehorende stt"oom-
functie(s) geldt 't' (x,y) "~ Im JL(z) (+· const.). 
We trekkH1 hieruit enkele eenvoudige, doch belangrijke conclusieei 
o. Iedere ha nnonische func tie :ls omI1nd 1g vaak continu di ffel'.'enti-
eerbaa r en alle differentisal-quotienten zijn harmonisch. 
b .. Retne en lm2gim:1 ir-e dt':el V3n een ana lyt ieche func tj.e z1 1jn ha r-
monisch. 
0.. De f••-c+·1es d.J {v '\]\ ... (v \"' ''rl q {v v' "ijn ho--onl..,"h 
- •· w1; ....... 1 ,,,.,.., j:, "i'lv'"•,,..'; t: 2 \"-J. I dJl. Uc.nm, u•~ • 
d. De funct::l..e q(z) ... q 1 (x.,y)-1·.12 (x.,y) ""' - oz is een anall'.tieche 
functie vaT~ x (let op het minteken). 
e. Indien r,er-gens in Gz dd.!;""' o is, dan geeft de runct1e Ilb=.!L(z) 





























In ,~ id ir1g "<.,o~'b""··e lt1,., ,.., 
-.... ., V ._, " ~._;, .• ~-• -~ ... • ' • 
Wt:: beh:::mde!en hi.er ge:va llen woa rbiJ dr:! beg1:-enzing va11 het 11 atrominga .. 
veld" gedeelteU.,j\i:: best:rnt uit eer:1 of mf.er wand<tm wnarlengs de pott.'l!nti-
5.::i 1 een gegeven const;:mte w1.~a cde h,;:e ft en voor• het overige ult ,e:en aan-
ta l ondocrdt•tngbarH wrmcfon, WMH' q,... .. o en dtrn de etroomfun,::it.1Ei i' eeri 
• I 
constante wearde heeft. De waarden van dez~ const~nten behoren in het 
a lgerr,cen tot de onbekenden ·urn het vr•nagatul,c. Dsa r 'Y aleci':ta op een 
, t 
add1tieve constante na eendu1dig l:,epaald is, kan op eel) der ondoor-
dringbnre w~n:::5en de waarde v:ln 'f' wot'cir.~r: gelrnzen. 
Alvot•ens tot ee:n irnigazins systcmatische behandeling over te gaanjt be-
spreken we twee voorbeelden. 
n. Beschouw de ,;c,wnplex:e pott:ctiaal 
( Cl re{!el) 
(en rirituurlijk geldt q,1•- :x+"' - :;, Q2• -
Dit ia klaarbl1Jkel1jk de 
potent 1.aa 1 van een uniform 
strom1ngaveld, waarvan de 
snelheid de hoek ~ met de 
negat~eve x-aa maakt. 
(1) 
Het veld steekt zich oneind1g vcr u1t natuurlijk 
b.v. ook het geval beechouwen waarbij het veld alleen physische reali-
teit heeft voor -x sin (X. + y cos QI. > C; langa de rend -x sin C£.+Y ,~os ,:;,<.c.::,Q 
ie den voldC:HH1 Han de r,:rndvom:·wi:rn r-de 4' ... o. 
h. Ook op nndcre w1Jze kan men stukjes uit het veld (1) knippen. Zoekt 
men b.v. het stromingsveld :tn het gebied O <Y <a, x >0., waarvoor voor• 
Y=O! qi =0 en vocr ym8. ♦ = ~ 0 , terwijl het li,;nstuk x=O, C<y<a een 
ondoo~latende wAnd, waarlangs we~ ~o zullen kiezen, dan voldoet klaar-
bl1Jkeljjc 
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De functiefl=.0.(z) geeft een conforme afbeelding van het gebied G2 
op het gebied G n_., waa rbij de rand met dezelfde omloopzin word t a fge-
beeld (zodat + .-; - oo voor x-; c,£> ! ). 
c_. Zij G2 het bovenha lfvla k verminderd met een "ui tsteeksel 11 langs 
X=O, 0 '- Y <a~ Gevraagd de potentiaal <\) (x,y) die nul is op de rand 
van G, terwijl in het oneindige het 
z 
gedrag van~ bepaald is door de eis 
lim ( A.. ) 
,~Z ~ -Ay = O. 
vx +y --v 00 
~i / A' A J> 
i:p:o 
-z.vLa..1< 
Voor de functie Jl (z) volgt hieruit dat voov grote \zl geldt C C 
11.{z)==-iAz+iC+ -i + ~ + •.. , waarin C een reele constante is, die we 
nul zullen kiezen ( d~t mag.~). Het beeld G fl van G2 is dan het rechter-
ha lfvlak. 
Beschouw nu de functie t=t(z)=Jz 2+a2 , waarbij het teken van de 
wortel wordt bepaald door de eis dat t positief re~el is voor z posi-
tief reeel. Het blijkt dat hierdoor G2 conform wordt afgebeeld op het 
bovenhalfvlak Gt. Voor grote 
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.n.*(t) = -iAt, waaruit volgt 
GfL., terwijl in het oneindige 
a 2 C 1 
.fL = -iA(t - ~ + •.• ) + -:i:- + •.. 2t~ . v . 
ds 
= -iAt + T 
moet zijn. 
De enige mogelijkheid hiervoor is 
Voor> Z=+O volgt hieruit ft =it =-iAa, en voor Z=-0 fi:::iq, =+iAa. Het 
aantal stroomlijnen dat tussen Ben D eindigt is dus 2Aa (verband met 
oppervlakte lading in het electrostatische gevall). Bij Z=ia wordt 
~-;, de veldsterkte (stroomsterkte) wordt hieP dus oneindig. Dit geldt 
algemeen bij inspr>ingende hoeken. 
OS )9 
In het vole;endt:> za 1 her•h.sa ldcl1Jk gebr•uik wcH•den gernaakt van en~--
lytlsche voortzetting er\ vr:1:-i het ap1egelingspr1nc1pe. We herhalen daar ... 
om en 1.ge eigenachn ppen h1.e ?:'VA n. Teverrn ~:ullen over-eenkomstige rc'cS\ll ta-
ten voor hat"l'non1eche fuTlC:tj(:S worden .n.fgeleld. 
Defin1t1e: 
Zij f 0 (z) anAlytisch in een gebied G0 en ziJ f(x) analyt1sch in een 
gebied O d~t G0 bevnt. Indi~n 1n 00 f(z)-r 0 (z) is, dan heet r(z) eet1 
anaJ,1t,isc~. VOOr>tzettirJe VfH: f 0 (z) in G. 
§telling ·1 (Monod romie-s tc: 11 ing). 
IncHen in bovenstaande d1:.:finiti.e G enkelvoudig aamenhangent1 en !'0 (z) 
eer~rr-d1c 1a, dan is de •:)r.nlytlsche voor-tzetting van t 0 (z) in O, indien 
mogeliJk, eenduiJ bepnalJ en ~enw~ardig. 
St p 11., n,~ '.) 
- :::.. -· ... "') -. 
Z:t,j G~I e:1 G? ge::ih:dt:·n dte een E~eb1ed G1,::, gemeen hebben. Zij tJ(z) ena-
- ·~ lytiseh 'ln GJ (J=1,2) en ztJ in 0 12 :t1 (:::)-f2 (z) .. Dan 1s de funct1e f(z), 
die gedefinieerd is door f(z)sr 1(z) in o1 en f(z)=r2(z) 1n o2 een ana-
lytische voortzetting Y3n r1{z) in o1u o2 (de verenig1ng van o1 en a2 ). 
Oprner-kir:.g. )kn k:in ook zeggen d8 t r 1 en f 2 am~ lytische voortzetti ngeri 
v r, :-, e 1 k:: a i~ z 1 j n • 
~eze stelling geeft de 1nalytlsche voortzetting in overlappende 
gebieden. Voor vele toep3ssingcn is de volgende stell1ng, die analytiache 
voortzetting in aangrenzende gebieden ;;eeft, belangrijker. 
Stelling 3. 
Zij G.1 en G~ gebierlen, waarvan de rnnden een 
,::; 
rect1f1ceerbare kt"ooune K 
cemcen hebben. ZiJ f,(z) anglytisch in G1 en continu in Oj+K (J~1,2) 
tt' .fb I ,.,, ) .J ·t"' t' - ) T Jj .- ' ' -~ ~ ..,~ 
,_ .. 1 \.:, ""J.;•)l~· • ,}8n 2.1.Jn f.,, en i 0 an:ilytische voor-tzett:tngen 
c,_ I &,;., 
Met behulp var, dezt".: stelling bewijzen we nu eenvoudig het spie5e-
lingsbeginsel vnn Schwarz: 
Stelling 4. 
f"'.•. j t'., l. G een gel)ied d2 t gdieel bovo1 de r-etHe aa ligt en wr:rn :rv::rn de rand 
een interval R v~n de r8fle as bevat. ZiJ f(z) analytisch in Gen con-
tinu in (HR en zij langs R f(z) r-cljel. 
• i' Dan kan r(z) in bet gebied O * dat uit a 
door spiegbling aan de re!le as ontstaat 
:analytiach worden voortgezet en in o+o*+R 
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cont1nu in o.?+K (j•1~2} t:n zlj longs K ifi .,• tj 2 , ;~ 1 ., ';;n2 {bt.ide nor-
:M li':t, in dt 1;c:lfd1: r:1.~hting}. D::in ,: ~ jn ♦1 rm ;., ~Hi,~1 lytlschc V()Ortzt,ttit'l• 
,, C.., 
~~.ini; ._ :::i~:i t ,,,:.; K cor~:t im1 'i 1 f f\1 r.~~nt 1•::ec•b:rn r r:ioeten v,2roncorstttllen 
komt cmdn t W£: vt1n een not•r:u, h: a fgf: lt:1de l<:nga K willen sprcken. De 
vtJorw,rn 1~de is nic::t gch1.~t: 1 ri 01j 1g, doer, v oor d~~ prac t1jk no tuurl1,1k ru1m-
achoots voldoend8. 
Bewij 6 t Bq)'H1 l d,~, 'bl .1 ~ ·1 ,,.n ~ ;? bi.:hor,~ridc gf~C ,x,jug1;;('1t'"·:k ht:'! t"rr\0!1l.SCh,:: 
functies (stroomfun<.'t1cs) 'f.1 er, t' 2 zod:1r;ib dat ln ,:;en punt van K 
,u ili " (o'e ➔• ,_,_,,1 1 ) n~·-•1 .... , ... ·•,~+ .. ·1 ·1--··•"' K ...... , 't•···i"' JJ ,_1, ,..,.,, •·1·u .. "l"' ~,.1 T1• 12•\J c;'li.1 l"\.tll • .-.... ,:-..!•., t~, ..... J.\.•v ~.,.:•,t~~...., '--',.~ ::.,,J .. T 1• T2' t.1;, \,. l,;,11 ,t:; Y· ..L.., .. 
OJ ..n..f"fij+i fj (j=1.,2) dl' i!omplcxc: pot,~ntianl 1fl: ..n.., is ..O..eontinu in 
G.J+K t:.m langa K i.a .Cl 1ait2 • Uit st.:.:111ng 3 volgt dnn df)!t 1 en .f\.2 
elk::Hll'.'~3 an:3lytiach1::;: voor·tzc-;!ttingen zljr~ t;t1 dit ZE:lfde geh1t dua ook 
VOOt"' 1,)1 f,m fl 2• 
Sttj lling 4a. 
Zi,j G e,:n ~;ebi(-:'3 d•:1 t :S-:':hr.:el bovtn de x-fl s ligt en ~:st:n•v:::u1 ~-: r-1rno e,.:n 
int,.~rval R naet di:: x-:.'s (~•:l!il:en hel;ft. Zij, (x,y) harmonisch in O., m(it 
z 1 n eerstc afgt..l(Jiden cont:tnu :tn G+R en zij langs R ~-o. Dan kan 
~(x,.y) :1.n hE;;t gebii::d G 'If ct:it uit G door apit;g(,ling aan de x-~s ontsta::it 
,rn!1lytisch wordt::n veo1.1 t.,suz, .. ·t er, in G+G,....+R gE;ldt i; {x,y). ;(x,-y). (It) 
( •vc,,•, sn-1.~,.i'.!'0 ·"'11~ry·,,·-:--) V')O"" ,., ;) 1 1,-..··}~o·nrnd'' s•·roornft1nct•e rr··•"'1d•· ~ • ( t. \.) \.: '"~ q.._ tJ ~ t.., J. L ...;; ' ,.; l,, ,.. J.. .. C 'l..: ' t,., 
f ( x, y )i:a2 t.y 0 - 'f ( x ,-y L, :i.nd :'..en + 0 de: w:v:i rdE vc1n f langs R 1.s. 
,-,1 ,~ 4.,, 
B "' w ~ ; ,.. • c, ~ .. · • 1 +· . .,,, • n ~ '"l r• * rll I x u ) ~.1::.: 1 ,+. ( v v ) ,:i " "' 1 c, ,If, ri '' •- uu,,, 11 j ·,,. ,,,t ~"~~ 1,.,.;H,..<.....i.,,'I.,,, ,dst_, . .-.. ... .... r r4\• JJ; = y ~ .. 1.,-., , \..H.l~J • ..., T 1 c .. y .. ''\, 
1,,.,I•1n•)r·ic•c~·, ·'r. 0-* .. 1,t- qli•, ··e"''+-·, ,.,f•,•,.,},a 4 ' 1 ··n C'"'•1tl''"'" 1~· ,,*-1-1=1 ··n 'l•1n•--~ lJ..t:'i • i \, _d .~l) Li, J..,d 'J , Jo C ..... ,, ,.,, c,,.. i., ~) vt~ cs 4 e_i<.;.;, ,,_, ..,.,U\; i..,)t . r:~ L,,i I.J t J.,. t.;. ..... <. t;)l.1 
R gel-'lt (/1 1 (x,o).,~(x,O).., -~H- (x,O) = - # (x,o}-o- # (x,o). D,; wet 
volgt d~n uit stclling 3n. 
N:ituurlijk gcldt (lt) ,lOk :'..'ls (x,y) in G of R ligt. D(; sp1egt·l1ng V3n 
d0 stroomfunctic volgt hv. uit hut gedrng v3n de complex0 potent1aal. 
Coroll:.1riuc: A1s ln spiegelen met behulp 
~ (x,y)x2~0 - t(x,-y),f(x,.y),,. f(x,-y} (onevcn sefogeling). 
Uitbr-,:idi.ng. Op prec'i88 dt:zclfc.k rr,:::in1.8r kan mi.n spieg<:len mm ande:re 
r..:chttm w~arl:nis;s of ~-! =0 of '/i ,-,,cont. Ook kan rm:r~ spi.E;gelen aan cir-~ 
kels. 
Voorb,:.:e lrJ. 
?.iJ G hct c;cblt:d -eO<x<.o03 
Y' 
I II 
TT' .,. ,. < 1T 
-,,. .... / ~ . 
.._ ;,;,.. 
Gev 1.·•~ngd wordt E:en :Ln G h::n•mon sche 
functii:; f/;(x,y) die voldot;t ::ian dt rand-
V(')orwria rden 
langs ya- ½, 
lrrngs ·y:O, 
en begrensd is voor x ---7 + o0 • 
We lossen dit vraagstuk hier op e<2n elementaire wijze op. Door s0para-
ti0 van variabehm v1ndt men dat harmonische functies die aan de homo-
gene randvoorwaarden voldoen zijn: s1n(2n+1)x ~( 2n+1 )Y, n guheel. 
Daa r verder c/> kennelijk one:ve:n in y moet zijn kan men stellen 
00 e -( 2n+1 )x 
{ 1 + ~ C sin ( 2n+1 )y voor X>O n ¢ (x,y) = oO e ( 2n+1 )x 
-1 
- ~ C sin(2n+1)y voor x < O. n 
Aan alle randvoorwaarden is nu voldaan. De constanten c volgen uit de 
n 
eis dat ~ continu (en dus nul) moet zijn voor X=O. Hieruit volgt 
00 
L c 11 cos (2n+1)y == -1 voor - ~ <Y <0, 
0 
en d0rha lvt; 
sin(2n+1)y dy 
Men vindt dus: 
00 
0 -(2n+4)x 
{ 1 + 
4 L 1 sin(2n+1)y rr n=0 2n+4 
qi (x,y) :::,: 0.0 
-1 L( C 1 sin(2n+1)y ... ( 2n+'1 )x - - D=0 2n+1 t: TT 
voor X) 0, 
voor X <. 0 • 
(5) 
Voldoet de nldus bepoalde functi~ nu aan alle eisen? Voor x ~ ~>0 
en voor x ~ - l: <0 convergercn de N:eksen en al hun afgeleiden uniform, 
zodat hi~r de zaak in orde is: ¢ is harmonisch, met z'n afgeleiden 
cont1nu tot op de rand en voldoet aan de randvoorwaarden. 
Maar voor X=O? De reeks voor it divergeert voor x=O. 
We beschouwen daarom een hulpfunctie, waarbij we geen convergentie-
mocilijkheden hcbben, nl. 
00 
[ x(rr +y) + 'I L 
'1 coa(2n+1)y (:;-(2n+4)x 2 1T 11=0 (2n+1) 3 P1(x,y) = voor x ~ O, 
00 
-x(; +y) + '{ C 1 0 cos(2n+1)y e ( 2n+1 )x '1T D=O ( 2n+1) voor x ~o. 
Dit is kermE::lijk c:en functiE:: die harmonisch is voor x > 0 en x <0. 
Voor x=O is p1 en ook : 1.: continu - dit laatste volgt uit het feit dat 
voor - ;~Y ~o 
co 
L 1 cos(2n+1)y. 
n=O ( 2n+1 )2 
Volgens stelling 3b is p 1 dus in de hele st rook G: - oo <x < c0, ~ < y-< 0 
ha rmonisch. 
. 
Hicr-u1t volgtt de func.ti1c:: i,(xjly) ls dh: voor x\O door (5) gc ... 
gc,,~,n w:.>i--dt ~n m.tl 1s voo:• x!QO :!.n (k h,~lt: st;;>ook O h~;t"l'non1sch (w.rmt 
:-:: fgt; 1,:; ido.=: vri n een ha rmon 1.:Jciv.~ rune th:) en dus oploseing van h<.:t gt.,-
3ti.: l(k probh:.em. 
op v~el ~envoudtger w1Jz~ oplosaun. 
Conform~ efb~elding door ul~m~ntilN; 
l'I --x f'unc tl,;:;s. 
W..; b(:schQuwcn hi(~r '"en .1nnt-1 l tifbeeldini:ffm ;::!oor <:lemer1t1':1!.t•f: rune-
ties die in h~t volgendt vn1k g~bruikt zull~n worde~. 
'i"'+b A. De ,ebr•ok\,;n lint11l~(: transformc1ti._, w;,:JII ~~+d • Dt:zc 1a t'1::edi, bt:.hen ... 
deld. Enk~le eigunschnppon zijn: 
·~ "·"·1.-.'K··lt•" ,-~•····]t"' ')V''••r- jJ~ ,,,., ,,.,..;..- .·1 , .. !' ·n' 11,., ...... ,,,..ll ,.i.,A'i'"''' ,,, ~ l., ,"~"':,r',· ,.~,r.,.. 
~~J, ,...,/w,t,,.1,, t: .. ,.) o-.,c ~ .... t .. ,. ,,.,l '-,,J,..1,.A,,t...,.,.,j..,{J.. ,1,,,, .... , •• J.. ..... \..,J.v ,.J,,.;1 ;,..,;l!I.· _,,.~ .. 4/,;_,"; -~·.I," _,/~~-lo 
ii"l t"l.cht, .. :n, ')lh r>echt~;n 1;;nn ov,.:t' i.n 11 ctrkc:l.0 11 door W=a/c. 
b., dcor' d r.h c orr:-t...spond,; r,:::ndc punt 1: npn r'i;:n is CG tr~nafoI"l'nDt1e r.:endut ... 
dig bcpa~1ld. 
c. 818 C --::>C <.:n z"' t::,n z,,) 12:~;SDt,,J!;(;ld 11.g~H)n Z W l t: .. ··- ~ ······ .,..,# t.o.v. c~ dan liggen a~ 
•• 
corrc,spond,:I'l;.;!id~: punten w.1 ct; w2 .i~;f::spi<.:gt:ld t,o.v. Cw (d1t is e~n spe-
ci~ol gcv3l vnn h~t aoiE'.gelinssprincip~!). 
-~ ''l" r )r'' r'hr "O''"it i, +· h ,._ in••·-idL.,.t; v,rn C,._ 1 .. 1 ofgd.)tC:ld op h;:;t w • (,-l ;;;; ... ,/ z .~~. :._,, '"ifil :..,,t l,:. J ,,\j ~- ·,,_.j .. t, ~-' ........... ~ ,..,; ' ...... i;,,;., L' J.,t~ G 
h0lc inw~ndig~ v0n C indi~r d~ ornloopzin l8ngs C- en C d0z~lfd~ is 
. w ;:: w 
·n ~p }· f- h·l 1--1'•··r··· b"' ·1 v•,,·, C ·'n--11 ·r c~,. omloopszin te;r'-:n.:-:.;cst,;,ld ·..:. u ~ ~.... v ... ,.. t.: .· t ..1,. v· '~· .; l.:.) \,.,,' -~In L -..: . , ~ .: ~ v,:; .L ;_"' .Lt.. 1 0 __ 
is. t~n-·lco,.; voor hc.t bult, n:r,cbh•:~ v:-1n Cz• 
_, ~•_:vi~~ / I I.,, 
W~ v~r1f1~rtn nag d~t h~t binncngtbicd 
wordt ~~fgd)cel:~ t 
-l! 6" Z1j z • -ir~~ . Drn is 
I 
(1) 
op ht:t bov-.:nhn lfvln k 
cs 44 
w. _1 r e11:-1 • _1 {rt: 11"'-1Hr<.: .. 1""t1} • 2r ain1"'+1(1•t-2), 
re l1"' +1 ( r..;I*+.1 )( rE:-!P+1) 1+r2+2r cos 1" 
Daar 1+r2+2r cos 1">0 is, tcnz1J 1".1T, r-1, is steeds Im w )0 voor r <.1 
(en Im w <0 voor r >1). 
. sin ti" .,,-Voor r-1 g~ldt w. 1+coaiF • tg ½ • 
Een andere moge11Jkhe1d is 
,,If 
~, I I // ) t: + 
-1 I ., z+1 1 
w1 • -1 z='I'. 
...., • ., ... ti 
, 
b. Afbeelding van het u1twend1gc van a~ eenheidscirkel op h~t boven-
halfvlak. 
Ecn mogelijkhcid is 
1 z-1 w.. z+I (3) 
c. Afbtelding van h~t bovenh~lfvlak op z1chzelf. Ala z.a,b,c (a <b ~c) 
ga3n naar W=0,1,oo, d3n is de transformati~ 
(4) 
d. InvE:rsic: t.o.v. een punt vrrn de eenh~idscirkel, Beschouw de trans-
formatie w= 1 1QI (5) 
Z-L 
TT\ i• (-lT <•<!. ··,, d.1. invcrsie t.o.v. ht.:.t punt C:z1111e 
"1 
Daar C ~ oo, moet d~ Genh~1dsc1rk~l ovcrgaan in 0en r~chte 11Jn. 
Het punt A(z=-e1«) gaat naar w=-½ e-1~. DL rechte AC blijft r~cht(als 
re~hte door het inv£.rs1<:: punt) en stnat in A loodrt:cht op de "cirkel". 
Daar w.o het bt.eld van Z== c0 is, wordt hE::t inwendigl: van de eenhe1dec1r\cel 
afg~beeld op dat halfvlak wn3r O niet in 11gt. 
Opmerking: Er geldt 
-1°' 1 (H - "> w+½e ==¼e • { -10! -1 zu +1 
ze!.,, +1 ] 
). 
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y2 2 
X = 4 'f 2 - to • 
0 
stroomlijnen zijn ook parabolen: 
De snede langs de positiev2 x-as is dG (dubbelgevouwe~ stroomlijn 
't=O. Im Z=O is ~~ oneindig, de snelhDden warden hi8r dus oneindig 
groat. D~ afbeelding is hier niet conform. 
c. Jl (z): -i z 2 , .O.(z)= -iVz. v~rgeleken bij de vorige gevallen zijn 
nu de rollen van aequipotentiaallijnE!n en stroomlijnen vcrwisseld • 
. I 2 2' d. W= V z -a , a > O, G2 = bovenhalfvlsk., wortel positicf voor z positief 
) a. n~ze afbeelding kan men samenstellen uit de afbeeldingen 
zj_e figur0n. 
I I I I 
A :B C. J) 
~ Cl. a. 
ffa I I I 
/ o/ I ] / / 
2 t = z , 
2 2 
s = t -a , 








) /a.I /e' 
--;-"7~; 1 1 
I It n:1 I I // a' 
t-vU'< 
Natuurlijk kan men hier ook spiegelcn aan de rcchte DAB, die op 
een rechte wordt afgebceld. Men krijgt dan een afbeelding van het vol-
le vla k, vr':rminderd met een snodc langs dt: lijn (-cl ,a) op hE::t volle 




We zoeken de transformatie die het bovcnhalfvlak, verminderd met 
de halve eenheidscirkel, afbeeldt op het bovenhelfvlak (zie figuren) 
j 




}) ' I I I I 
l •/; / / 
1 •& f1 I ) 
1 t-vl~~ 
i 
n he t ,;:...:bL,;:d G~ cp hi..:t f;tH':H,t.. kwsdrtrnt 
~ 
( wnnt veer z riA3el ) 1 of < -1 lo t 
.,.,O "' ' t: ·: ,· f' ~ m:·i ..... l fir, i ••' !-' id .l, ',-1,-,\,.- ~ .... '" t:_, .... ' .. 'i- j.. 
2 Nt:~m rm s ... t c n 
w -
(6) 
(3(; :Lnv1:;t'Je vr:ir; d1::zt: transform.:itit:: is 
(?) 
(wot"tt::.ls pc;:,iticf' voor- w r1.:,~\:l > 1). 
<:!r1·,,r] .. "1E;r G . r /"! ~"·r •'l , .• ., 1',,,nl(n~<'n ,l"lt1 •:)YltS'"'"'""t- •·er. nf'bee1··1 iY\(';' 
.:;) .. ) ,,:.'. .:., ,, .. V I l .. j z Ci ~ J \.,.r W ·- : :1 : i... t . ._ '{.,.;' i,,, .. -.J.. .1,, • ._,.. .l 1-,} ft l,,} ( . • ~ '..,, ~ i , V (_A 0:.~ v - ~ <,,• J., ~- ~·, • c.:;, 
vnn h~t tov~nhnlfvl~k op hct vollt w-vlrk, v~rmindcrd m~t coupur~~ langs 
d,: r0t:lc :!s v~,r, - oon'.·,::ir -'1 tn v:H1 - oo n:~.:·q, +1 (zit. figUt'(:n). 
nfb~elding vnn het uitw8ndig~ v1n dl ecnhcidscirk~l op het voll~ w-vlok, 
'lDrP1lr1dcrd rn~:t ~ ... :,• 
z .(.Trafgu-
~ I Iv r I I I·,· 
....._ ______ ,_ C 
' 
' ---""l""'-1-•·----- ( 
> , 
/ 
____ ,..1 ___ ..,,.l-, ___ " 
( + f voo1~ w 
l) . 
z ~ -.:l ( + 
' 
COS /~ = C 
t 8 
i 'K 11 i. w1jt0n s i lt 
f e bi w,..c end li an 
< t vol 
t r: Z: - CC t 
tot o.o • 









E w • 
d l:'1..'C oor aamen l V~'!r\ A 
bl .. (; st i,, 0 (. z < ,r 1 t 
n z .t':'.l sf rm:,tie 1 '1H~ ( 1 voor 
f:Je l tus ) . 
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11Jn Y•- ~ gee1.at 
de potent1-
z-vla le B11 ED 11 zullen we l/'•O lciezen. 
Het gebied Go. uit het n • ~+i'Y vlak dat met Oz correepondeert is de 
strook -1 <.Ren< 1. In de punten A en c moet de etroomfunctie oneindig 
'f f.f.(.i_z_:. __ ; .. ·. :::~:~n:;d; t -~~e :n ~e .:~q~~::~:::~. 
~'_ .. · .. ·· We zoeken nu de functien =:fi(z) 
_, ~·- __ .,.. ,,,,._.,.., 1) ' 
d.ie Gz a fbeeldt op an . 
Beachouw de afbeeldingen 
(1) 
(2) 
Deze bee lden Gz, resp. O .o. a f op 
boven o. (zie figuren) 
I, / . // ;' ,· I / / / 
_/ / I ! . . 
. / ' / : .' ... -0 I ,- / / 
_.,/ ,/ . / :' l j ,' ~ E / / / I ,· 
,- .1 I 115s/ i ,,.J. ~ .... ,._ •· ·* 1 ~1. L / :' / 
,,., ~ri•1·1:·,,,1 .•• 
,· I I .: j I ,,,Ii ;" ',J l I ,' l ;'",/ • / I l 
/ / / !ft / ,, / ,' .-' I / ,1 / / / /',: /. / / / l 
l / / I .I I ' I . .' I i I ; ,' f / -~ : .' ( .' / i I I/ 1.7 / / . / / / / / / / / / ~-l /I,.:'/ 
I~\ , I I/'(, I I I ; • ,' • . I i I • \' A ,' / . B 
. . / / I I I l / / ,.' ,· 
, " ,/ ,',s' /· 'L/ l / _, / ,/ / 
r _J / / • _, t ' _/ I i ; I 1: ) 
,• ,.1 .,. ." ,·' ,' ,.... 7):.../ l lr. J , ;, 
,., / , 1 , / .. r',.,. 1 / 1 1 ;,1 / l I 
·1 '~""··/ ·I '.'··1•· 
r • , ,- r • / ;l_,,. 1 ./ i ~ / i' ( / / "- / / _,. / / 
J)i/J.l~l/1., "1•,y///,: 
/ / _/ // / / I l / / / ,.' / .' \/ / .I I l ,.-' : / I i ' I ' I I / I l I ,' I / ! .. I • I ; ! . 
/ I . _I • I :' i l / ! i . \I I i ,: I 
' ~·_'_;_" .' B I ' ' . ' . C I ~/ 
~1 1 
a-vlak t-vlak 
Beaehouw nu de functie t•t [ n {z(s}1] . Deze meet een confer-me afbeel-
ding geven van G8 op Gt. Waa ruit vo lgt ·1) da t t een gebroken linea ir•e 
functie vans moet z1Jn, en wel, in verband met de gegeven correspon-
denties 
(3) 
Uit (1),. (2) en (3} vo1gt nu trnt verband tussen n t-:n z. Uit (2) volgt 
t-e-½ n: i(.n. -":) en dus 
n = 1 + 21 1 og t , 
rr 
1) Op pag.CS 15, stelling 4 .. 3 1a bewezen dat ledere conforme afbeel-
d1ng van de eenheidscirkel op zichzelf tot stand gebracht wordt 
door een gebroken lineaire functie. :::>aar het bovenhalfvlak door 
een gebr-oken lineaire functie op de eenhe1dscirkel wordt afgebeeld 
en omgekeerd. geldt ook dat iedere conforme afbeelding van het 
bovenhalfvlak op zichzelf tot stand gebracht wordt door een ge-
broken 11nea1re functie. 
cs 51 
'Waarbij we de hoofdwaarde van de logarithme moeten nemen (log t ➔ O 
voor t-+ 1)., daar voor t ➔ 1 , .n ➔ 1 (het punt D)-. Met (3) en (1) volgt 
dan 
-z 
.n (z) = 1 + 21 log 1+e • 
TC' 1-e-z 
( 4a) 
Een iets andere formule, die geheel gelijkwaardig is met (4a) ver-
krijgt men als volgt. In Gt geldt log t = log(-t) +n-i, indien van de 
tweede logarithme weer de hoofdwaarde wordt genomen (log(-t) ➔ o voor 
t ➔ -1). En dus 
21 1+e-z 21· 1 z ( ) 1 1 --- 1 log _+e • n z = - + re og -z "" ... + n z 
e -1 1-e 
{4b) 
Uit (4) kunnen (desgewenst) reeksontwikkelingen worden afgeleid. Er 
geldt nl. 00 
log 11+w =- 2 L 1 w2n+1 
-w n=O ~n+1 ., 
mits 1°. j w I , 1 1 w,'1 of -1; 
2°. van de logarithme de hoofdwaarde wordt genomen. 
Hiermee volgt uit (4) 
c,:, 
1 e-(2n+1)z 1 + if L voor Re z ~ o, z,'O of - 'TZ'i 2n+1 
.n(z) = n:::O Cl) 
-1 + 41 L 1 e(2n+1)z voor Re z 'o, z;l,o of - lli rr n~o 2n+1 
(5) 
Neernt men hiervan het re{He deel, dan vindt men voor tp {x.,y) de for-
rrw.les uit 2.2 terug. Voor 1f(x,y) volgt uit (5) 
w (x,y} = 4 L 1 e-( 2n+1 )I xi cos(2n+1)y (6) 
T '1f n=O ~ 
voor Z=iY volgt uit (3) t=-i ctn ½Yen dus n ~~log ctn(½IYI ). Hier-
uit volgt met (6) de reeksontwikkeling 
00 L 2~+1 cos(2n+1)y =½log ctn(½\YI ), 
n=O 
geldig voor --rr. .c. y <. rr, y/-0. 
opmerking;. Daar e-n =0.0432 en e-2rr =0.00187 volgt uit (5) dat n.. (z) 
-practisch gelijk is aan 1 voor x > 2-n: en gelijk aan -1 voor x < -2-rc. 
~et gebied waar de stroming werkelijk van betekenis is heeft dus een 
iengte van slechts enkele malen de breedte van de strook. 
'I 
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Zij G2 de strook 0 <. Im z <a, zij 
langs Im z=O ~ =0, langs Im Z=a, 
l/\!I I, / /J //III/ <;/ /, > //I I/_,., ;B1 
, , 1 , ,,- ,· .. I// .: 1 , 1 1 1 ,, 1 1 1 , / 1 . . Re z <. 0 11'.. =0, en langs Im z=a . / / / ,' / / / 1g, ,· / / ,,, / / / / / I , / / I / I ' ' 
1 ///1///,,,7',- /I///,: /l;'///· ( 11{,-·/:'////',,//,,- 1 l/1// ///i//,1~ Re Z>O If= Q>O de bedoeling is 
f=o x da t het sne lheid sve ld voor x » a 
z-vlak uniform is met snelhe!d qx=-Q/a; 
voor de potentiaal zal dus voor x>> a moeten gelden f ::::Q. a + const+ ••• ). 
Men kan zich hierbij verschillende physische situaties voorstellen. 
f Het gebied Gn · ziet er uit als ge-i~-----------_,_-C// I / I /// // / 1: / I &' 
. ' I 1 / / / / le/ I I I 11 I I/; 
I I I I , I I I ,J~I / / I I I I ! , 
I I / 1 / , ; , · . // I 1 .1 
' ·' ' I I ,. ' / ' I I I I I I A,,'///// I Ii //;/3 
tekend. We moeten weer de functie 
Q = n (z) vinden die G2 op Gn af-
beeldt. Beschouw hiertoe deaf-
beeldingen t=en:z/a, S=cosh(TC.n./Q), 
die G2 , resp. Gn afbeelden op bovenhalfvlakken Gt, resp. G6 (zie 
f iguren) 1 1 i / , 1 1-1 . , 
... ,.,,fl/I;;:,,, ;·111·1,,.,J/ii/ 11·· 
, 1. i ,· .'! I J ,' I I/ I/ I I I ;'; 1, / I / I/ I I 11 I I ' / / / / / / / 11I I / I I/ i 
t I/ 1 J; J ; 1;;! 11 1 11 111! _11 1 1 ;I 
I I I //II I I I I I <{ ' I I I I I I II I I ; II I I II I I I / I I I I Ss / JI I/ ii 
I I I // /1 I I II I I II I II , _t I I I I I I I I I I I I ' I I I I I I I I , I ' ·'I I I 
,/ 1 1/,/ I I I ;11111;/ I I B' I / ./ / ,'C / / / / ,I 'A I I I i J .' I I I I e, e,1 ' / / / , /:,./ / _I I I I I I I _Ip/ _I I ,' / I I IB, 
~ ~ 1 
t-vlak s-vlak 
Daar s=s(t) Gt moet afbeelden op G8 , volgt onmiddellijk S=1+2t en dus 
n (z) = (Q/rr) cosh-1 (1+2ercz/a) = 
= ( Q/rr) log ( 1+2enz/a + V..-4e_2_rc_z_/_a_+4_e_7t_z_/a-'). 
(wortel positief en logarithme reeel voor z re~el). 
Voor Re Z>~a geldt 
n. (z)= ~ [ ~z + log 4 + log(½+½~rrz/a~;} e-nz/a)J 
= Qz + Q (log 4 1 -nz/a ) a rr + 2e + • • • , 
waaruit volgt dat voor X>2a de stroming vrijwel zuiver uniform is. 
De re~le constante ~ log 4 kan men de uitstromings-weerstand noemen. 
Voor -Re Z>> a geldt 
n(z) = ~ log(1+2err.z/2aV1+enz/a i +2enz/a) = 
= 2Q err z / 2a ( ,, + ) 
7[ l • • • , 
zodat voor x <'... 4a potentiaal en stroomfunctie vrijwel nul zijn. De 
uitstroming vindt dus vrijwel geheel plaats tussen X=-4a en X=0. 
Opmerkingen 
4. Is het gebied, waar de instroming plaats vindt, begrensd, zeals in 
de figuur is aangegeven, dan vindt men op vrijwel dezelfde wijze 
cs 5.3 
-b+io. ... o i.a •f 
1 /1;il/1t/./!J/l 1 1 l;Jl/!/i/1 
l1f1;f//f/l/lt1l11jJ,/l;/;I/I' 
f~o J / I / / I I / I I .1 I / I I I I I / I/ / / / / ; / / , 
I I .1 I 1 .1 I I .I / . / I I / / / I I I / / / ; / .I / I ,' 
_1, 1f:.O 
.n. (z) ,. ~ cosh-1{2 coshn: (z+b)/a+cosh(rrb/a)+1} 
2 c osh(rr b/a)-1 
De uitstromingsweerstand wordt dan ~ {log 4-2 log (1-e-nb/za)J 
2. Verwissel t men in het bovens taande de rollen van cp en 7f ( 1f ➔ </J, 
g, ➔ -1/1, Q-, ¢ 0 ) en spiegelt men aan de lijn y-.a dan kan men de situa-
tie electrostatisch interpreteren: ~ is de potentiaal van een half-
oneindige plaat met potentiaal cp O midden tussen twee oneindige platen 




Daar de stroomfunctie nu het 11 aantal 11 krachtlijnen en dus de opper-
vlakte-lading op de platen meet, is wat hierboven de intree-weerstand 
werd genoemd, nu een maat voor de extra-lading die door het rand-ef-
fect bij het uiteinde van de middelste plaat wordt ge!nduceerd. 
C. Zij Gz de st rook O <. Im z <.a, verminderd met een 11ui tsteeksel II langs 
Re Z=O, b <.Im z <a (O<.b ~a). Gevraagd wordt de afbeelding van Gz op 
Yj~ het bovenhalfvlak Gw, waarbij de 
F;, 1 111///J.E ~i;/11 1 1/ 1 //1/;/~1 punten A,B en D komen in resp. 
/////rf,///1}1> ;~/i/////////////1 w=O, '1 en o.>. Op grond van de sym-
/ // II!/ I I I I II I I' 1 II;/ I , II I I I / II I I I I I/ 
1 11 1 1 1 1 ; 1 1 ; ; 1 1 metrie komt dan F in W=-'1. Waar F' / / / / / ' / / / 1/ A ./ / / / .1 I / / / I / / t · t 
"-
z.-'>llak 
, , I 1· , 
1·1 1 '!·;·/ :111 /l/1·;!';11 /I/I// s..: I/ I / / / / I////// I/// I I/, 
r/ 1 /IE.' ///r / 1 1 ~1 / 1 e.1 / 1 1c1, 1 / / /t iD. 
_11k -1 1 1/k 
_ 1 w-vlcik 
• • I • E. . C' / ; / 
·/i//1/ ;/1// I;/ / / / / / / / /I//; I // / / I I I, I . 
I/ I I / I I I • I I I I I I I / ; I I I/ I I / I : 
I;/ I , ( ' 1-,cb 1 / ·/I I / ;r_l I I I I I I I / I 
I I I i h tan - / I .QI/ I I I ::l~ I I; I I I I I . 
I I I J I I I , ~al I , / I/ / I I / / I I/ I I I I / I 
I I / I 11 I I/ I I I; / I I I/ I I/ / I I I I 11 
· I/ I I I I J; I I/ I · / I; ; /II; I I I I; I; 
E 'I 1 / / ;F / 1 1 .1 .1 1 A 1 , ; i ;rs. I · .1 1 ,' / ; I/ (. 
-1 1 s-vlok 
.I,. I!·'/'' ·•1//' 
· 1 'J1'l;l/ 1 ;I ;I /;ll;;;;II 
/ //;/ J I I Ir. l I I 11 I I I 11 / ; I I ; 1 ; I I I 1 / I I :::it I I · I I I / I I; / I I I I 
I// I 111 I I I I / I I /1 I / , I I/ ; I / I I I C' ' ' . Jii 1 .1 1 I ~ / r 1 1 1 'B I r I I ' ·c, 
EI// I i.-,tli!n;2·(nb/e;J I// I / /F / I / / / j / / 1 t'1 
/ I I// I I / I I I I I I / 11 I I/// J J I I I I I 1/ 1 ,llj//!/ 1 ; II ///1//f/; 1 
I I 1 / / I / / r / I I I I I , t I ,t-vl,:,,I</ I 
'
1
• I '11;./ 
C en E kornen, kan a priori niet 
·. woroen gezegd, slechts is bekend 
d a t 1 <. 1 /k <. CD • 
Daar s=tanh N wordt G2 af-
gebeeld op het bovenhalfvlak, ver-
minderd met een coupure langs de 
imaginaire as van i tan(rrb/2a) 
naar i C?. 
DooP t=s 2 gaat G6 over in het 
volle t-vlak verminderd met twee 
coupures langs de re~le as: van 
- co tot -tan2(1t:b/2a} en van O tot 
C0. 
~· i • ,, ,. I I • 1/i/1. ,i//l///;1//1, 
l l/t:tf1 / :I 11,1111, 1.,I I; 
/ / / / ~/ / / / I, f / 1 I I I l I I// l i , 1,,·., I l,/l'1/.'ll1/1l··//f 
I t' l· 11 /l'1/·, '•• .. ,////; I I I // / / , I.' •' I / I •'' i i "r: .I I I D I I ,f ;J / l / .I , _,. ~ ·\' __;,__J__ 
I I IJ',,/, 
1 1 I; 1 ,· , t 1 1' , 1 . ; I ' I , • . 
. I/ ' 1 1dl 
. I ! ' : I I I ' 
I .i I I I 
I I / t 
J I I 
. ' 
I • r , /T'\I 
I ,· I f .' I ' E. f I .' I V J I I • I I 'I , ! 
/ / J . t' ,·!I ,, 1 I I 
• I ,r I l I I/ I · ;· I 'J:J/'1,// 
. I/ I ) I I l J l I I ,, 
I l ., I I I i .' . I . ' 
• ' : . t 
1.1-v\Qk 
Door d~ gebrok,m 11 




-------------t cos (rrb/2a)+-e1n (rtb/2a} 
warden d~ be1de coupuree tot een 
1.:nkel~ langs (0., c.,o) eamenget,•okken. 
De punten C tm E kcmen in 
1 
----- + 1.0. 
cos(nb/2a) -
Door w. Vu (w posittef voor u poeitiof) ont3ta5t tenslotte de ge-
vt~aagde a fbee ld ing op het w-vla I{. H1(:r-bij b11jkt k.~oa (nb/2a) .. Door:-
ssmenste 11 ing van de; VE:rschillende stappen vindt men 
Zij nu n ( z) de complex£! pot1;:ntiaa 1 van een atroming 1n Oz die 
zich voor z ➔ + °" geckc:iagt a ls ecn 1. .. miforme stroming met t:hibi~t Q. 
Het gebied G n ls dan de att'ook O t. Im .0 < Q. 
~ 
-;1-1-,-, -/ .... , E+/-,-, ✓-,-/-, [l-,· I ;-, -,.' -I C .... ,_ -i -I -,--, -.,..,,...f-1 
/l i;1tf.l}.'J -,·• t•i //1/, 
'll1t:'l1:,,1,,! //'''' .,, 1 .1: I I I 'J.n I I l / / ,' / ' / / I j I ! I i I ,' .' ,I 
·,11.,. 11 .. ,,., ,1··1·•.,1,,,1,., 
.///,,'1/'/'/tl J//,l/1: ,'/','; f. J l / ! l ~ ,,1 l ' I .' I ' I I / l I l ' / / ; 's 
" 
Door w=tanh(1tn /2Q) wordt dit af-
gebtJeld op Gw met de gewenste cor--
respondent1es. En dus geldt 
.n(z) ""2Q tanh-1 sinh{TCz/2a) 
Tr V C Os h,, ~ 2, -
.., S log Vcosh2:fi z :2a }-k2+a1nh(-rr z 2a }_ 
1T. ,.. 
V cosh2(rzz/2a ~-k2:s1nh(rrz/2a) 
Wt zoeken nog het gedrag van n voc1r Re· z ~ ei, : 
.n (z} = 2Q log slnh(nz/2a)+cosh{1lz/2a)~2{cosh(1tz/2a)T-2',.,. 
7! ~2., 
""~z -~[1og(1-k2 ) - 2k20-1t:z/a+ •.• J 
De totale 11we:erstand 11 van het uitstE.t:k.scl is dus - : log(1-k2 ) = 
•- ! log sin * . Vcr-der• ziet men wtJer dat dl: stroming vrijwel uni-
form is voor ixl > 2a. 
ppmerkinc;i. In alle vool."'beclden ls gcbleken dat de afwijkingen van de 
uniforme snelheidsverdeling slechts op kor-te afatand van dia 0 atoring" 
merkbser zijn. Dit geldt algtmeen in dergelijke aituatii::e. In de elaa-
ticiteitstheorie heeft men bij r~k, buiging en torsie van ataven het-
zeltde: pr1nc 1pe vim de Sa i.nt-Venant. 
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.,.,e - :!'bee, di ... ti _£5; l y Qo£_r1 -5~ ~l~-~--_o __ ~-· e_r_1 _h_a_}_1_'v_l_a_k_v_o __ ~_~_e_n_o 
SchwRri e~ Christoffel. 
---
:'.")e tot r:u tot: tehanJ.eldo an,r~elc.Hngen :d.jn all.e verkN?gen of' 
door beachouwing van een vnn te voren gekczen elementaire funct1.e o.f 
door - min of mee~ proberenderwiJS - een aantal elementalre afbeel-
dlngen BAmen te stellen. Voar 
7 &.e•~ 'h•"l·l"''"'.",..-1 ·11{"' 1 \ 1,1-, ,·:,, -~ ,,:-,~• 
-~- ,_, •. ,. __ , 'f; ,,.. , ~ t,'; ,. • ... ~,' , t.. 91 / , ._, "•" >,,,, ~' ~ \, ... :. !. -• 
een bep~alde (vcor de toepasnlngen 
gebl.~den - nl. de geble~en die begre~sd 
wi::n .. den door een polygoor, - l..s door Schwt: r~: en Christoffel. eer1 a lge ... 
mene methade aangegeven. 




het z-vlGk dAt een 
rr. .u ... 
, .. ,. --. 
~e complex~ getallen die met 
~ ~ corresponderBn noemen we ,,",.,1 't.2',, ~"' 
z 1 .,z 2 , .... i•le vet'onderstellen d;1t 
A1 ,A2, •.• in de bij Oz behorende 
norm1lc vo}.g<)r>de liggen ( 11 l.inksom 11 ). 
~e haek waarover·de (georienteerde) 
A, dr12it zullen we 
i{ 
""'"·, r·•·.•,E•m ,,,., ( lh·1 1<qo1"' •·os1"'·~ e.,) B·I J. 11-/t. 1{ i1,,., ••. ,,\,~~1 ., ..... ., • "',;, ,ttl. t,,) l,.,1,,~ ). , ~ ,.,..., 
-··1 <, ,. .-:. ti ,u .•. _.-1, ,,,.·'-~"'"'-'>''"'•"n,,,:.e,,,,t- r"et· r·.:01· ,, .. itr,~1·1·de "·"',n ,·,er-,· ('Q'UP1 1 J~-, 
...,. ;I k ~,,,. ....~{·-· ..... ·•' •· ,_ "t:,-;.__ r--'...,, ,. .. ~ /,. ... l• ..., ·-~.-.....- ··- ......... 'c., ... :... v,. ~ .. - , .,, ~ -· - ...,,. 
( ~-In l'·Lc-•>lu»'\ ,, --1 ·,•,'('-.,'.'f.·,'t u' .,,,,,,,s'i' "t•·,r1 d···~r• 1 '1 ,-l•l t ;reu~1 \.-1;::.+ ,·,p·o·1 e·d 
..,J....,,,:~.;,_.-r.:'.;:.l'•·"·"l~ · ... ·1 .... ~- -- . .L\.,,t,_~c· ... 1._~-.::..~•_, {-1c,, •. J .. , ... .J.;., o-.,::~ ., ...... ve:._,--.., .... 
i' 
k8n hebben, zodt:t Ak getn rgnapunt 3An 
G ".:• ---)1 1 • .,, 11 , l'' (\ .... ,'c '-- · __ ,...., k-·~·m·f~· r ·~ ,~- 1 \"c ,..., r 
'.'-G ... ,,.,, ...... c,.L,_J•J• \,.,-..... •I ~-···"j{-1._,1 \,J,i -..· J ........ ,Li w 1...J • 
Er geldt dus (~lthnns bij een hoekpunt 
./ / 
I • 
'1 ,,., •.rle 't, "' 1 n t~ ·I •"'-•) ) .. ,\J r ... '\.,., .---~-·•J,..._e)'l~ ... 
(1) 
:.:e hoek ;.\k .~ !,,. :t .. A is re ( ·-i- ,,IA:.). 
-I K ;,1.+1 l', 
moet 
(2) 
( de ['i;c'.l i{V€:C tor' r:1:1 'l kt een vclle omwen tel 1!·1g ,'l ls bet polygoon eenm(13 l 
doorlopen wordt). 
We· t;reiden het t)ovenst'.iande u1 t d 1)Cr' ook hoekpunten in het on-
e1nd1'1:e toe te lnten. De hoek 7('~,. wordt hler <)p dezelfde wi.Jze ge-
l'\, 
def:inteer•,j: a.ls cle h1)ek waartw,:::r de 11 1',rnl< vectm•'1 aan het polygncm 
dr~ait bij pGaenge van 
(zie figuren). 
I~ -~A' 
· I i ~~; : ·; ,'. · k I I I I , .' , . I 1 / 1· 1 r 
' I I I , / I I I 
I I 1 ! , r!",: I . I I /, I Ak 
i ' '14.t I j I I ' • 
' I I I ! . i ' 
! I i . 
I ' • ' , ' 
/ ,' _: / / / / :' / / I , ;' . 
I ' i ; I ,· I ' I I i . I I I I , i ! , ; ' l I I . I ' ! ' I I . I Ak,t . / .' : .1 I . ; .· r' I , I ' I / ,' ,I ,. . 
' . / I I '~- I : I I ,' I . ; 
. I , J , t , , , f i , 
':·;i,z/.:1·1,,.,,, 
: I I i I .' : , I • I i I A i 
' ' I • 1 I , ' ' / • • 
I :' / i' I ' I I / ,' ,' / ' ' 1/ ... / 
I ' I ' I . I:'\.' 
.' / / / / / ,' . _, 
,' ./ / / : ,i 
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( 1a) 
. i ' ; 
• ' I ' , i ' ' 
' I I : I ; I I ,' i ' 
.i ' f : I .1 I • I ' I 
i •/.::11&!.i//11'· 
I Ii I t I I/ I i ' . 'l', I I I ! I 
,. ' I/. 1 ": ' 'I I ' ; ' I T ·' I • I j 
} • , 1 r / _i ,I j 1 ! I I ' j J I , I 
_i '{1'?A1lil[j ,' I ' ,' / f _' ' / I I i I :' IN' 
' .' ! ' ' I I ,' I ; ,' . ' I • I .H.k 
r )' / /_ 1 ' : ; 1 ' ' .: I 
. ' ,· ~ '!j - , r :c ~ 
. , : ,'II It 
I ·' I 
. I l 
/ / r 
, I I 
' I I ' .' I I 
.' I ' .' : / / / / / I 
J / , , ~ .' / / I ci / / / I 
I I / // ~/ / :;;; I /~k 
/ ,.' )\ / / 
, , A I 
//, /:1 k 
,' I / I / I , ' ' ,· , . 
/ 1 : 1 ,· ':.✓,IU(c==!3, , 
/ ; / / ; .' / / 
,' / ,: /' .i I I : ! 
/ '/ ,/ 
/ / 
De relatie (2) blijft echter gelden. 
Zij nu Z=f(w) een functie die het bovenhalfvlak Gw (Im w >O) 
conform afbeeldt op G2 • Volgens de stelling van Riemann bestaat een 
dergelijke functie en daar de randen van Gz en Gw bestaan uit eindig 
veel continu differentieerbare wegen, zal f(w) oak nag continu zijn 
tot op de rand van Gw, behoudens in punten die corresponderen met on-
eindig verre hoekpunten van G of met W= ~~. 
z 
Stel dat A1 ,A2, .•. ,An corresponderen met w1 ,w2, ... ,wn. 
, 1 : . ,' G .· Deze punten moeten zeker in de 
j I ; / / ,' w 
1A . / -'A.: 1 
! . 1., · / .2 ; 
w2 
w-vlak 
ngoede 11 volgorde liggen, zodat (even-
tueel na omnummeren) men kan veron-
derstellen, dat 
Verder zullen we voorlopig veronderstellen, dat alle wk 1s eindig zijn 
(indien dit niet zo zou zijn dan kan men dit door een gebroken lineaire 
transformatie verhelpen - zie hierachter). 





waarin C een (complexe) constante /0 is en de functies (w-wk) een-
-,.,,t-,k 
waardig gedefinieerd zijn door de eis dat (w-wk) positief re~el is 
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voor w reeel > wk. Dat zoiets als (3) moet gelden is eenvoudig 
zien. Loopt men langs de rand van Gw dan neemt bij het passeren 
dz -/uk 
arg aw met rs,uk 11 toe". Dit klopt met (3), want arg(w-wk) . is 
voor w < wk en nul voor w > wk. 
Nemen we aan dat (3) bewezen is, dan volgt daaruit 
(TTn ~k 
z=f(w) = cj (w-wk) dw + c1 , 
k=1 
waarin c1 een complexe constante is. 





Het rechterlid van (4) bevat n reele en 2 complexe parameters. 
Daar, zoals bekend, de afbeeldingsfunctie eenduidig vast ligt, zodra 
drie der punten wk gegeven ziJn, moeten 'de overblijvende n+1 (reEJle) 
parameters bepaald zijn door het feit dat f(w) Gw moet afbeelden op 
het polygoon-gebied G, dat door de grootte van de hoeken (die in (4) 
z 
reeds optreden) nog niet eenduidig bepaald is. 
Daar den hoekpunten zk bepaald zijn door 2n re~le parameters en 
den getallen /(Akin verband met (2) n-1 hieruit volgende onderling on-
afhankelijke parameters zijn, blijven er in principe dus juist n+1 
grootheden over om C, c1 en n-3 der getallen wk te bepalen. De wijze 
waarop dit geschiedt hangt af van het probleem, waarmee men bezig is. 
Een mogelijkheid is bv. (4) te vervangen door 
w 
n -,,,.:,k 




Daar voor w reeel en > wn de integraal in ( 4a) kennelijk positief ret!el 
is, geldt 
De overblijvende n-2 parameters kunnen nu bv. warden bepaald door n-2 
vergelijkingen van het type 
wk J n -;,t,1 !zk-zk_1 1 = le! J:~ It-wk) k dt 
k-1 
(indien oneindig verre hoekpunten optreden dan kan het niet steeds op 
deze manier). 
We beschouwen nu het geval dat niet alle wk 1 s eindig zijn. Zij 
f(w) zodanig dat (eventueel na omnummeren) w1= ex.,_, w2 ._w3 .c:. ••• ..c.wn. 
Zij a een reeel getal groter dan w. Dan wordt door w'= _j_ G conform 
n a-w w 
afgebeeld op een bovenhalfvlak Gw 1 • De punten A1 ,A2 , ... corresponderen 
nu met de punten w1 1 ,w2 1 , ••• wa3rbiJ" O=w ''-W re.. ,w, ,, .... _ 1 2 • · · -· n ~ '" • 





















1 ti. C t1 
) 
- k 
{ ) \/'COP 
n F( ) ln 
va 
ls t t 
seeto:r-v 
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voor w o, ( ·1,2, ... ) . 







' C" , / 
w . 
.. "" ... -.,,,,,. 
f1g.1A. w-vlnk fig. 1B. z-vlak 
~Ct~/:~ £~ ,' 'A,! I , I / l i}~ 
------.'-.:.::k ... 1 __ ...:,__~....1..-. 
Z1j {k de hoek die de 11jn (zk,zk+1 ) 
maakt met de poa1tief re@le as. 
I O .' 
\ 
" 
., Beschouw de afbeeld1ng 1 
• ct 
- - - ... 
d f f -ilk ] 1-;,.u t= J'k(z) ~ ,_ e (z-zk) k 
fig. 1C. t-vl3k Deze beeldt het gebied Cz af op een 
gebied Ct, waarbij de lijnstukken 
Ck Ak, resp. Ak Bk worden afgebeeld op delen van de negatief, resp. de 
pos1t1ef re~le as. Beschouwt men nut als funct1e1 van w 
def ,.J, · l [ - 1 )"k \ }] 1- '\c t= 'fk(w) = -rk l f(w) J = e l r(w)-zk (6) 
dan wordt Cw op ct ofgebeeld, waarbiJ de rechte lijn Ck Ak Bk overgaat 
in een rechte lijn. Volgens het spiegelingsbeginsel kanyk(w) dus ana-
lytisch worden voortgezet in de gespiegelde halve cirkel c;. yk(w) 
kan dus in een Tc1ylor-reeks om wk worden ontwikkeld, waarvan de con-
vergentie-straa l minstens r is: 
00 
't''k( w) = ) _ am( w-wk)m, met a 1,'o • ( 7) 
m=1 
Dat de reeks begint bij m=1, is duidelijk, daar t--o voor w---+wk. Dat 
• • a 1,'o moet zijn komt omdat de afbeelding van Cw+cw op Ct+ct conform 
d~k • 
moet zijn, zodat aw"" ,,lo moet zijn in Cw+cw, dus zeker in wk. 
Ui t ( 6) volgt 
f(w) = zk + e iyk [ 'y';k(w) j 1-/i{ 
en daa rui t 
f , ( w ) = e 11 k ( 1-: t'k ) y k ' ( w ) • [ 'f' k ( w ) ) --,,,~ • 
Dus, daa r .,,,µk,{1, 
f"(w} d "f "(w) Y1k'(w) 
F(w) • 'fTTwT = ow log f'(w) •1:'(w) .. ,,,('k 'Ac(w') • 









'fie (w) [0.,i -
m am( w-wk)m-1 
m(m-1)am(w-wk)m-2, 
Vk" (w) c,2._ 




Het is niet moeil1Jk om in te zien dat de convergent1e-straal van de 
reeks in (9) •~er m1nstens f is, dit doet echter niet terzake, els hij 
maar pos1t1ef is en dat is zo, omdnt in Cw+c! 'lk en 'fk',,J.o zijn (voor 
w,lwk). 
Daar voor iedere keen resultant van het type (8) geldt (met ver-
schillende coefficienten dm) blijkt: 
n 
de functie F(w) + L 
k=1 
is ana lyt1soh voor Im w ~ O en ret:el voor Im W=O en dus ( sp1egelings-
pr1nc 1pe) analytisch in het hele complexe vlak, d.w.z. een gehele func-
tie. 
Om F1(w) te bepalen onderzoeken we nu het gedrag van f(w) voor 
w- ·➔•.,:-. Het punt W= •SJ ligt op de rand van G en wordt door f(w) due 
w 
afgebeeld op een punt z "'-' van het lijnstuk ( zn, z1). Stel t men w 1 =- : 
dan wordt een halve cirkel-omgeving V8n w'=O afgebeeld op een halve 
omgeving van Z=Z~. Met het spiegelingsprincipe volgt daaruit weer 
da t voor ! w I ,. R ( R voldoende groot) 
f(w) = z"' 
en dus 
!'l\~ 
f I (w) = - )~_ m am 
m=1 
-m-1 w , 
f "(w) :~- ( ) -m-2 
= ~·"' m m+1 am w , 
()y 
F(w) = - 2 + -5-· b w-m. 
w m=2 m 
(10) 
Er geldt dua 11m F(w)=O tn dus ook lim F1(w)=O. Op grond van 
de stelling van L1~uv1'11e meet F1(w} dus widt~tiek nul zijn, waaruit 
volgt 
f"{"') n F(w) • fT'{wT = - l,~ ( 10a) 
r, fl 
l I ( ) ) + C 
en 
) ( ) , 
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en dus f'(w) • - - 1-·---2 + c1 + ••• • 
a1 (w-w 00 ) 
• - _1 ____ 2 { 1 + d2(w-wc,c )2 + • • •}, 
a1 (w-w,~,.,) 
F(w) •~log f'(w) zodF.tt ,.. -
De coefficient bo in ( 14) is dus nul, of anders gezegd,. 




Vult men hier voor F( w) het rechterlid von (15) in dan ontstaat (17). 
1. Uit (12) volgt 11m wF(w)=-2. Dit klopt met (15)., daar 
2. Dat in de ontwikkeling van f'(w) biJ W•WN geen term 
met (w-w 09 )-1 mag voorkomen, is duideliJk. BiJ inte6ratie zou dit voor 
f(w) een tE:rm met log(w-w,.._..J) geven, zodat f(w) n1et eenwaardig zou 
zijn bij w<~. Door ontwikkeling van het rechterl1d van (16) b1J W•W00 
vindt men als voorwaardc hiervoor natuurliJk weer (17). 
3. Indien een der punt~~ wk, b.v. w1 in het oneindige ligt 
d an m oe t in ( 16 ) de fa c tor ( w-w 1 ) ., 1 c n 1 n ( 17 ) de term ( w xi -w 1 ) - 1 
weggelaten wordcn. Men bewiJst dit op dezelfde manier als 1n A. 
E. Afbeelding v2n een polygoon-~ebied op het inwendi~e van de eenhe1ds-
c1rkel. 
Kent m(;n de a fbt:e ld ing van he t inwend ige vnn een poly goon op het 
bovenhalfvlak Im W>O, don kan men door een gebroken lineaire transfor-
t-1 
math:, b.v. W= 1 m overgnan op het inwendige van de eenheidscirkel. 
Uit (3) vindt men 
(18) 
wk-1 
waarin tk= w:--+'f. Deze formule h(;eft geheel dezelfdc vorm als (3). De 
punten tk li~gen nu echtE:r op de eenheidscirkel. 
Evenzo vindt men uit (16) voor de afbeelding zag(t) van het inwen-
dige van de eenheidscirk~l op het uitwendige van een begrensd polygoon 
uit (16) -fr (t-tk)-"k 
dz k=1 ) 
at = C 1 • -------- ( 19 (t-to,,, )2 (t t,,.,_, -·1) 2 
De relatie (17) gceft na enige herleiding 
t t~tk + __ 2 r---1 • 0. 




Eist men t 00 =0, dan luidt (19) ~= C'. +-TT(t-tk)" k, D12 getal-
t lc:-.:::1 
len tk moeten 





" -a an / __ 
k=1 
}'uk/tk)=O. Er kan nu slechts een 
gekozcn word en. 
men door B=-; overgaan op het 
In het geva1 dat S=m afgebeeld 
n -JI.A 
dz " 1 TT ( )/ k as = C ~ I s-sk ' 
s k=1 
uitwendige van de een-
word t op Z= (KJ vind t men 
metals relatie tussen desk 
2.6. Toeeaeain§en. · 
A. Z'lj Oz het volle z-vlak vet"minderd miet d~ coupures ABC en C'DA' 
(z:.e figuur). Gevraagd dlt gebied ~f te beelden c,p he't boven-haltvlel< 
Gw met. de nangeg1~ven cot'~'e:lpcndentif~s. Het getal p l<..E:n nh~t a pt'i.Ori 
warden gegf!Ven, slechts it~ bekE!nd c.l'.it p 31>0. 
C D 
' l il 
. -a+ib 
De getallen ~, behorende biJ de hoekpunten A,B,C en D ZiJn resp. 2,-1, 
2 f.m -1 ( som 2). Volgens Schwa rz-Christof'f'e l geld t dus 
wsariri C p,)sit1ef :ls, dc:1ar· voot' ·w ~- 1 ~, '.'.) ls. (Daar in 11 w ... o 
\.,.l 't't' 
CW=•~ geeist wordt, bevat de noerner in (1) elecnts de factor 




gecn de 1ntegrijtie zeer cenvoudlg m~akt). Ult (1) volgt door 1ntegra-
t.ie Z=C { w+•( r:;-1) 1og w+ ~ - p-·1 } , ( 2) 
wa~rbiJ de integrntie-const~nte is bepaald door de e1s dat zaO voor 
w-1 (loga~lthme re~el voor w >0). 
log w 
ult volgt dat voar w <O Im 
""1 •!- l og i , •. ! f 1 oc~,;::, r1· t· 1~·•1.:,. 
~- II,, , ,_ ''''; 'lfY :, \ -J.~ (",:it-• 4.1,,h""" 
z "'' (p-1) n C, er: dus moet 
( p - ·1 ) n C """ b • 
Voor b=O geeft dtt p:a:·1 (want C:,{C>) en dus 
( f\p i. ..... , 
Ult Re w(-1)=-a 
•"l 1 
z =~A (w + ~ - 2) 
\'"l ··~t U I .. ,., ( ''1 )- ·- \ , ......,, !.::,,, ., • • ..-.. l, 11.:.. - I - """'(i j it' 
b ( D i) 
','i + --- ~'I + ~ - p- • 
it(p-1) w 
b 
volgt nu B= - - log p 1T 
rra 
o"" ;2 ~ - log p. p-. 






Uit deze transcendente verge11jk1ng moet het getel p bepaald warden. 
De func tie u1 t h-Ht re:::ritt:l"lid is voor p ;:, O monotoon da lend en neemt 
iedere re~ne waarC,e tweenmal arm, eenmaal tusseri O er: 1 en eennwal 
tussen 1 en f"() ( z1e f'iguur.). Daa r de cons tante C post tier moet z1Jn 
1 voor 
II bij 
U. ) . 
I I 
I ; 
8 1 G 
-1 1 
z-v 
n :l C, .E E'l"l 1 re ,- ( om 2). 
( 
(voor \ I . is raa l km1 wo e rnet de t 
,, tnn t 
-
s e men v t 
z = l (8) 
{l thme l en rte t f VOOr' 
-1 < w < ·1). 
n l C (posit f) en k ( < k 1) v t men ls 
VO +-u • 
-k'w t f en \>Je l t, ien men 
de lt~ s va 
H r• t 
= + 
( ) waa , C "'' k' ( 9) 
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2°. Voor w ~ i geldt J1-k2w2 • -1 ,/k2w2~1 (wortel poa1t1ef) en dua 
a k'w-1~1 
z • ia + iT log------• 
k 1 w+1 Vk2w2-1 
· 2 v~-1 } 
• 1a 11- ;; a re tan k, w 
(hoofdwaarde van arc tan, d.w.z. tussen Oen~). 
Voor w. o.o volgt h1eru1 t 
b • a (1- ~ arc tan~), 
•tan(~. a;b) •ctn~, k k due le'"•~ 
nb k - cos '2'5" I {10) 
{h1eru1t blijkt d~t er - zoals te verwachten was - een 1-1 correspon-
dentie tussen k ui t O ~ k < 1 en de verhoudingen b/a, met O < b/a , 1, is). 
Opmerkingen. 
1. Uit (8) en (9) volgt 
\/ 1-k2w2+k 1w == er,z/a 
\,/1-k2w2-k 'w 
waaru1t na enig rekenen volgt 
w = sinh (,,. z/2a) , 
¼~sh2(nz/2a }-k2 
zoa ls in § 2. 4. 
• 
2. Het resultaat (9) kan ook direct uit (7) warden gevonden (deze 
methode is vooral van belang indien de integraal niet in gesloten vorm 
kan warden bepaald). Zij teen klein positief getal. Dan is 
f dw z(1+f)-z(1-l) = C ----===, 
Cf (1-w2 ) V1-k2w2 
waarin Ct een halve cirkel met straal e om het punt W=1 is 
guur). IJ 
- Gw" ~ Daar de integrand in w.1 een enkel-voudige pool heeft geldt 1 -t 1+f 
11m { z(1+£)-z(1-t)j = - iii.(residu in w:a1) = rri ~. 
t~O 2\11-k2 
(zie fi-
Daar anderz1Jds Im{z(1+t)-z(1-t) J -a (voor alle niet te grote £ ) 
volgt h1eru1t direct (9). 
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We besohouwen nu het volgtmde at rom1ngs-probleem ( stroml.ng door een 
poreua mediurn onder een dt::m\•ff:nd door). ~~1J BC en EF at1quiptltentlasl-. 
lijnen met poter~t1a len ¢ 0 , resp. - ¢ 0 eri ziJ FAB an CDE atroomlijnen 
(ondoordringbar•e wanden). Stel langs FAB f•O. De wsarde y 0 V*ln 'f 
langs GDE :ts ni.et a pr-l<;i.ri bek,;nd. HtJt, getie<J ~·t dat ,':let Oz corrtJspon-
i..,.. I . ·-., 
l·~·~·.1···.· ... __ c.· 0. / . , ' 
dt.iert ziet er uit ala getekend (op 
gror,d van d\~ syrrvnctrie 1a langs AD 
¢•0, verondez·steld 1a ¢0 >0). 
, n, . •. 
l , ·1' .- : . , I ' . . . ~
De !lfbe-1::!ld:tng van Ow t}p GJ"l.. ia volgf•ns 
Schwa r-~!-Chr:!..atof!'~ l 
w 
-Po 1 ~ 
11. -vlak 
r~( ) f du 
ll-W :a>C d v\-~-u2)(1-k2u2) 
Voor w.1 volgt hieruit (substitutie u-sln t) 
'1 
<f, = C , .. 
·O 
·' 
en VOOl"' W= l$'O c~~ mogen integreren langs U""i 3 1 0.:;. 8 < 1.h')) 
''° i C ( ds 
6 \/(1+s 2 )(1+k2s 2 ) = (s = 
tan t) 
( 1 'i) 
(12) 
,IT/2 
i .,, I 
= "·' J 
Tr/"' 
~==a=·t=====icf G~=d=t=== 
/c0s2 t1-it<:2sin2t O l1-k 12sin'?~ 
( 13) 
De integ~aal in (12) is een z.g. volledige elliptische lntegraal van 
de eerstiic; soort met modulus ic V~n deze functies v~m k, die warden 
aangeduid met K(k), beataan uitvoerlgc tabellen, We hebben dus 
,.( 
\' 0 f O = C K(k), dus C = RTFJ" . 
Verder volgt uit (13) 
V = r!, K(k') = (~ 
· o ~o ~ 7 o 
K(s1n rrb) 28 
K(" 0q rrb) ,_. _,i.., a . 
Hiermce is dus ',/' , d.1. de) tott:le 1:.1troming ond,.::t~ db' c:]amwand, uitge-
, o 
drukt -?.18 functie van b/a. D:l8r' VOOl" k , ... ,-•1 K(k) --~ 0U (en wel 
h 
K(k) ~J log ir-) en VOOt" IC --~o K(k)- 'fr. , g_;;.ldt. VOOt' b .t.. <8 {bijna 3f-
sluiting) ·\J..·o-~ o., (nauwkeuriger 'I'...,. ¢ ) eri voor a-b<-<-a 
( z-ee r ond i~pe damwand) -+' 0 -~ v-? 0 2 log ( Ba ;trb) 






• I 0.48 
0.2 c.60 
o.~ o.8? 
o.6 1. '15 
0.8 ~8 1.0 
0.9 :2. ()6 
Om n. H ls furic t:it v;.rn w ( ,;;n dus van z) te vinden moet de intcgraal in 
(11) w,orden bfft=;<?~lli (t:en onvol1ed1gt ,:;lllpt1.schc 1nte,graal vr:m de 
cerate ~wort). Voor O ""'w ..; 1 bes trnrn t:; be llen. Met geschikte tr-ansfor-
ma ties kan men h.termee 11 lzrngs de heh; rond (d.w.z. voor> ;;1lle l."t:~le 
w) vinden. Wil rnen il ook in het inwendlge bcpt'l len dan kan men beter 
('11) omkeren door w als functlt: van j'l te beschouwen~ D1t le:ldt tot 
de elliptische ~Jncties van J3cobi. 
DE:! st(H1daardnotatie voor de oml<cn•lng vrrn (11} la 
D€ functie sn~u,k) be21.t, evcnnls df.: vcr•wr:rnt€ functies cn(u,k)= 
,.. v'1~·;;i.:.:(u,k) cm dn(u,k)= ·/~=k~n2(u_,k·) vele fr-aaie eigenschappen. 
Daar tv. 
sn(t:.+.iv,k) = sn u du 1 v + 1 en u dn u sn 1v cn•v 
,") 
·1-du':...u sn I t::v 
(met dn 1 v ls bodoeld dn(v,k 1 ), etc.) kin men uit tab~llen voor reeel 
a rgu!':'lent ook dt: func t ie-i•it1.:1 rdc:n voor- c ompluxG a rgumenten bepa len. 





0,.:: ¢ 0 
I 
p,_1 
'f~ ''fo D B A 
-
2a_. _o_z __ j J'. 21 
r-·--· ~ F l..i 
G E 
bestnando ult twee evenw1Jd1ge platen 
met breedte 21 ~n afstand 2a (zle 
figuur - de 3fmetingen loodrecht 
op het tekenvlnk worden - zcin ls 
gebruikelijk - zeer groot veron-
dersteld). Gevraagd wordt de capa-
citeit (p~r eenheid ven lengte 
loodrecht op het tekenvlak van de 
condena,i tor. 
Stel de potentiaal van de platen 
+ ¢ en ziJ de lading (per eenhe1d 
van lengte .±. Q 0 • Dan is de 
- ,o ~ 
capaciteit(per eenheid van lengte) c. ~ 
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Kent m-en de com.plexe pot<.:H'lt iar, l 3 dan ia Q0 eenvoudig te b~pa lfm. Voor 
de oppervlakte lad1rigad1chtht:id w v:1n dt. plat~n geldt nl. 
...1. 2!i. ,. .:)_ ~ 
l.,rr c."ln 4·rr ;)s 
(normaal 1n de r1cht1ng v1u1 hf;;t metaol, dus kloppend b1J de linkeom-
r1cht1ng van Oz) en <:his Q0 = ~ f ch,r. H1eru1t volgt ook dat 'f n1et 
eenwaardig krm z1Jn (Gz ta n1,:t enkelvoud1g sarne11hangend!). Men k~r1 
echter een coupul:'e n3nbt'trng,rn langa -a< x < i:i p zodat, '/' •-Y,,0 voot" aan 
d-e bovenzijdt ~n +y0 aan de onderz1,1de (ala ¢ 0 >0 dan is y10 >0),. 
•'l Men hoeft den Q • ,ll en dua 
0 2-rr To 
(; • 1rif ~ . {15) 
Men kan nu het gebied bcgrc,nsd door hct polygoon AOODEFO A' a!'beelden 
op &en boven-halfvlak. Dear dit g~bied vier rechtc hoeken heeft, zul-
len meer elliptiache 1ntegral~n optreden, evenala trouwena bij de ef-
beelding van On. op een boven-halfvlak. 
Het voor de practijk belangriJke geval dat a,.:. b is kan ochter eenvou-
, 
d iger warden b1:::handeld. Op grond van dt voorgaande ervsring wette.m we 
dat het Vlf::ld tuss.:::n du platen in dit geval vr-1,1wel ov1:::n•al practisch 
homogeen is, bBhalve op afstanden van de randen die \ran dB orde van 
a zijn. We laten daarcm de pl3ten naar boven to~ one1nd1g ver door-
z-vlak 
-¢ 0 
lop~n (z1e f1guur), doch eisen dat 
/" / 
/ / / .· / .. 
_.,/,/.It/ ,.1'/.' // / 
/ 1 //l/ /1 
,,//l//i l 
, ' I ' I 
D'~-/ / F' / // A 
A 
-, 1 
l ,i ,, 
t I / / 
,, .. ,I ' l YW ,,/ / ,1 
I ! I ,• . ✓ 
,' ' I I ' 
I .' l / I / 
/ /' /. l I~ D 
! •" rt .' .1°' 
~
iiv-vla k 
langs AB en FA y-o is. Het zal 
blijken dat (ala a..:."' 1 is) langs de 
lijn PQ de atroomfunctie practisch 
constant 1a ( op te:rmen van de orde 
e-m/2a na); deze constante waa t"'dE, 
is dan de gezochte "f'o. 
Volgens Schwarz.Christoffel 1s 
dz ,.. w2--/~ 
aw= \.,1 2 ,/~, 
w V1-w 
d.!'l r, 1 
aw- - "'2 --,-.;,r v1-w-
(met c1 > o, c2 > o, <1. >1). Het is prettig om inplaats van w 
grootheid tin te voeren, bepaald door w=sin t 
D_~·,.,,.,//D. waarbij Gt de halve strook \Re 





·· ·G /.·_/ Im t > 0 is • 
// /, Ui t ~ = ~ 
. / / , ,/ / u l, u l, 
/' ,/ // /. 
Jw = \IV Jw volgt 
2 
C { 1 - d.. } d.O. = c2 
dan 
/ ,. _,...,C,,· 




1 sin2 t , cfc 




z = c1 { t + o< 2 ctn t} + c2 • 
Daa r voor t= + ~ + moet C2 =0, c1 2a zijn, zodat z = - a, == -TT 
z = ; { t + o< 2c tn t } . (18) 
De parameter o1... moet nu warden bepaald uit de voorwaarde dat voor W='.?(. 
z,_a-11 is. 
Nu geldt voor t= ~ + iv (v ~O) 
w = sin t = cos h v, 
z = a+ 2.;8 [ v - d. 2 tan h v '} ., 
en dus., daa~t cos h v = ,-,( volgt 
tanh v • V,:.r.. -'1 , moet gelden 
;----
v. = log( o1... + 'v ,:,( 2-1) en 
o< 
-rrl J 2 \ / 2 
"2"a = ~ .>I. -1 - log ( oi.. + , J. -1) ( 19) 
Daar de afgeleide van het rechterlid van (19) 2 ~ is, is dit voor 
~~1 een monotoon van O naar 0v gaande functie, zodat (19) voor iedere 
1/a ~ O precies een oplossing o< ~1 heeft. Verder zien we dat voor 8<<1 
2 nl geldt d. r-0 "2a ( 20) 
(straks zullen we nauwkeuriger schatten). 
Daar voor Im t > O 
1+e2it . 2it 4it 
ctn t = -i 21 t = -1 (1+2e + 2e + ... ) 
1-e 
geldt voor Im t ~.,,... in zeer goede benadering- ctn t = -i en dus 
of., met ( 17)., 
geldig voor 
z = ~ (t-1o1... 2 ) 7r ' 
21¢0 ~2 ~ + 
a 1T J 
2ao,(_2 Im z ~ 2a -
-rr ( en \ Re z \ < a ) • 
cs 75 
Voor- a < <.1 ligt de:te grens ()P grond van ( 20) ongeveer b1J Im t•-l+•2a ~ 
dus nog ver beni:lden de lijn Im 2: .. 0. Met r,mne geldt d'lt'! aus ,,oor 
-.:, ¢. ') 
Illl Z•O •• ,/, • "!"rr- \! lll - ,., .f'fo: . .:. {2' 1) 
-ro ...... _._ rr 
en rJus met ( 1r:::) \ .. ~ 




'-ulli!I - {1 
r "ff' 
De relatie-ve fout i!1 (19) 
verwaa r-lozen zod ri1 l > 2n. 




Substitueert me~ in (22) de henBdering (20), da11 vindt men 
(22) 
hetgeen de elementaire benadering is. Voor een betere benadering moet 
o(,2 worden bennderd. 
U1t (19} volgt 
~ 81 ... oi:2 /1- ~ - log 2 ,I. - logU +- ~ /~~ -i) = 
ct1 oC::.. ,:,I.'-
..... , . -4) 
·I- \..) \' •. , 
volge::-,cl1:: V l.nd t 
en 
Hier-uit volgt 
9P!!>:erk1ng. Dear de fout in 'r' •::xponent !eel klein wordt voor a /l-'> 0 
,0 
zijn al deze termen ( et1 eventue le vo.lgendc) in a symptot ieche zin c or-
rec t en 1s de ontwikkeling dezelfde r.ila die welke u1t een exacte op-
loaaing met elllptische funoties zou volgen. 
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3, Stroming om een cylindrisch profiel 
3,1. Potentiaalstroming in de hydrodynamica 
De stroming van niet-visceuze (= ideale) vloeistof wordt be-
schreven door de bewegingsvergelijkingen van Euler 
d~ "?JV (➔ ~ ➔ 1 
cft = ~ + v.v)v = K - ~grad p ( 1) 
en de continutteitsvergelijking 
div(,o~) + ~ = 0 (2) 
(V = snelheid, p = druk, /0 = dichtheid, K = kracht per eenheid van 
mass a). 
De vergelijkingen (1) en (2) zijn 4 vergelijkingen voor 5 onbekende 
functies. Hierbij komt nog een verband tussen f' en p: de toestand-
verge l ijking, /0 = [u( p). 
p dp 1 Zij P(p) = J - . Dan is grad P = p grad p. 
p fl(p) 
0 
➔ ➔ Veronderstel dat K afleidbaar is van een potentiaal K = - grad W 
➔ (b.v., als Kde zwaartekracht is, W = gz). 
Daar (-:J. v1)'v" = grad ( ½v2 ) - ~ "' rot ~, kan men voor ( 1) dan schr:1,jve. .. 
~f -1 A rot -: = - grad ( P + ½v2 + W) • 
Nu kan uit (2) en (3) afgeleid worden dat 
d (1 ➔ 1( ➔ ➔ at p rot v) = p rot v.v)v. 
(3) 
Hieruit volgt dat, indien de beweging op enig moment rotatievrij is, 
hij dit ook blijft. Het is daarom zinvol om rotatie-vrije bewegingen 
te beschouwen. Er bestaat dan een snelheidspotentiaal ~(x,y,z,t) 
zodanig dat 1 = - grad~. (4) 
Uit (3) volgt dan 
p + ½v2 + W = ~t + const (5) 
(de integratie-constante kan eventueel in~ word.en opgenomen) 
en uit (2) volgt 
L\<p + ~ ~ = O (6) 
(5) is de algemene vcrm van de wet van B~rnouilli. ~aar (met (4)) 




Wij beaohouwen nu enige spec1ale gevallen. 
A. Z1j de vloe1atot 1ncompress1bel, dus fJ • const (in rulmte en t134). 
Dan lu1dt (6) 
zodat w1j een zutvere potenttaal-stroming hebben. Daar nu P • J 
luidt (5) 
p + ½p.,2 + ,ow • p ~ + cons t (7) 
2 
(voor W • gz en tijd onafhankel1jkhe1d geldt 'p1' + 2g + z • oonst, 
hetgeen een meer bekende vorm van de wet van Bernou1111 1s). 
Wordt de vloe1stof geheel door vaste ·wand.en begrensd, dan kan 
q> geheel onafhankelijk van (7) bepaald warden - de druk p volgt 
dan achteraf uit (7) en (4). Treden vrije vloeiatotoppervlakken 
op, dan moet daar (7) (met p • conat) ala randvoorwaarde gebrutkt 
worden. 
B. Beschouw eermanente stromingen van een compresaibele 1deale vloe1-
stof zonder u1twend15 krachtveld. Utt (5) volgt da.n 
.. 
P == const. -½v2 = const -¼(grad q> )2 • 
Hiermee kan men (6) herle1den tot 
3 2 
6q> - 1 L v v ~ Q) = 0, ~ i., j•1 1 j <Sx?>x j 
(7) 
(8) 
waar1n { = ~ een functie van pen dus via (7) van q:> is. 
{Men kaR bew1jzen dat de grootheid c, die de d1mens1e van een 
anelhe1d heeft, de snelhe1d 1s, waarmee kleine storingen z1ch 
voortplanten., c heet daarom de gelujJ:lssnelheid van het medium). 
Uit (8) bltjkt: indien bij een rotatievrije permanente stroming 
van een compressibele vloe1stof de snelheden ver beneden de 
geluidssnelheid blijven (en dus het zg. getal van Mach M = I~/ « 1 
is) dan is de stromtng in goede benadering een potentiaalstroming. 
C. Beschouw de rotattevrije permnnente stroming van een incompressibel 
medium zonder u1twend1g krachtveld die bestaat uit een uniform 
snelheidsveld v1 = V00 ., v2 = v3 = O met daarop gesuperponeerd een 
storing v1., v2, v3 zodantg dat ll11I << V00 en 1 11 -+ 0 1n het one1n-
dige. Men kan dan schrijven 
°t -= - grad (~ X + <p) , 
waarb1j ( grad<j>f «VOG. Door linearisatie volgt dan u1t (8) dat q> 
moet voldoen aan 
2 2 2 
(1-M2)~ + s + 9 = 0 dx oy ~z 
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en uit (7) volgt na l inearisat ie 
p - Poo = (v V 
c),q:> 
CX) co cix 
V 1 (~)p == met M = O::> , ~ = pc,o Coe:,, 
C <Xl 
Men heeft hier dan niet een zuivere potentiaalstroming, doch door 
affiene transformatie x = ~x',y=y' ,z=z' kan rrenhet probl-eem her>leidel 
tot t;;en rott.:ntiar:lµ:,ohkem (@lthare ols M 11 het is cchter niet nodig dat M 1 is) 
In het volgende zal steeds over permanente stroming van in-
compressibele media gesproken worden. Uit het bovenstaande blijkt 
echter dat ook een aantal andere stromingsgevallen hiertoe te 
herleiden zijn. 
3.2. Potentiaalstroming om een cylindrisch profiel 
Zij C een begrensde enkelvoudige contour in het z-vlak en zij 
G2 het buitengebied hiervan. 
Gevraagd wordt een functie 
n(z) die analytisch is in G2 
en zodanig dat 
./!/.//1 
';' .. / ., ;' , .. - ,I I 
i ,Q / :i 
/ , 2 : 
1e Im n = constant op C 
2 1 . d.O. - icx. 
~ I 
~ '_re 
( 1 ) ~ /: // _./:--/-------:--
( 2) /;' I e im -d = - Ve 
z ➔oa z o 
d.w.z. de complexe potentiaal van een twee-dimensionale stroming 
om het profi~l die zich in het oneindige gedraagt als een zuivere 
parallelstroming met snelheidscomponenten V coscx, V sino<. . 
0 0 
Indien C een rechtlijnige coupure is in de richting van de 
stroom (zie fig,) dan is de gevraagde potentiaal klaarblijkelijk 
.n. -ilx 
= -- V e z 0 , 
daar de (ideale) vloei-
stof de aanwezigheid van 
het profiel niet 11 voelt 11 • 
Wij tracht8n nu andere gevallen 
hiertoe te herleiden. 
a. c irke 1 
door middel van conforme afbeelding 
2 2 °0/.. Door w = z +_B_ e ~ wordt het uitwendige van de cirkel om de 
oorsprong met str~al R aTgebeeld op het uitwendige van een coupure 
icx. iO(. 
van w = -2Re w = 2Re . Daar de omgeving van z =oa zonder 
draaiing of vermenigvuldiging op die van w =oo wordt afgebeeld 
(lim ~ = 1) volgt hieruit direct dat 
z➔o, 
i R2 icx. 
..O(z) = V0 (ze- ~ + 2 e ) (3) 
de gezochte potentiaal is. 
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b. algemene 5eval 
Zij t = f(z) een functie die het gebied G2 afbeeldt op het· 
uitwendige van een cirkel met straal R om de oorsprong va~ het 
t-vlak, zodanig dat z = oo correspondeert met w = oo en dat 
lim ~ = 1. Deze transformatie ~n de straal R van de cirkel, 
Z"'00 uz 
waardoor Gt begrensd wordt~ zijn hierdoor eenduidig bepaald 
(beeld eerst G af op het uitwendige van de eenheidscirkel, zorg 
z 
daarna door een gebroken lineaire transformatie dat f(oo) = 00 
en zorg tenslotte 
dt 
door een draaiing en een vermenigvuldiging dat 
lim az = 1). 
De functie 
R2 2ioc. 
w = f(z) + r(zT e 
beeldt dan G af op het uitwendige van een coupure van w 
i~ 
= - 2Re~ 
tot w = 2Re en de gezochte complexe potentiaal is 
...O(z) = - Vo i f(z)e-io.+ f(~) eicx} • (4) 
o. coupure langs x-as 1 
Zij C de coupure - a< x <a. Dan wordt door t = (z + ".(;,2 - a 2 ) 
( ~ = z + O (z-1 ) voor z-:;> OD) afgebeeld op het uitwendige 
van de cirkel it/= a (de inverse van (5) is nl. z = ½(t + ~)). 
Daar ~~!~ = 2, is dit nog niet de goede functie f(z), wij 
moeten nemen 
f(z) = ½(z + ~) 
en de straal R van met C corresponderende cirkel w.ordt dan 
R = ½a (voor z = a cos q is f(z) = ½ae 1q). 
Volgens (4) is nu de gezochte potentiaal 
.fl(z) = - ½vo l (z + '/227)e-i01.. + a2 eiot ') = 
z + \/z2-a21 5 
= - VO l z cos ex - 1 w7 sin ex.} . 
Klaarblijkelijk geldt langs de contour \.\'= O. Om de gehele stuw-
puntsstromingen 'f = 0 te vinden substitueren wij z = a cosh(p+iq) 
(p ~ O, 0 ~q <2,-r). Dan wordt .Il = - V0 a cosh (p + iq - i« ), en 
dus 4' = VO a s in h p sin ( q -°') • 
4' is dus nul indien of p = o (dus z = a cos q dus op c), of 
q = oc. of Ol + 'Tr • Dit laatste geeft x = + a cos h p cos 0t... , y = 
+ a sinh p sincx , dus 
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Da stu,.p.IDtsstrcomlijn bestant dus uit twee halve takken van een hyper-
bool die de uiteinden van C als brandpunten en de aanstroomrich-
ting als een der asymptotische richtingen heeft. De stuwpunten 
1 iggen bij x = a cOSO(., y = + 0 en x = - a cos°'-, y = - 0 ( zie 
fig.JD. Deze kunnen natuurlijk ook gevonden Worden als wortels 
van az = o. 
d. Ellips 
Voor een ellips met halve assen a en b (a2, b) en brandpunte-... 
V 2 2' , r2 ~· afstand c = a - b vindt men met t = ½(z+ vz - c) en R = ½(a+b) 
..0. (z) = -½V0 [(z+Vz2-c21)e-ioc.+ :~~(z-Vz2-c21)e 1°']. 
Ook hier bestaat de stuwpuntsstroomlijn uit twee takken van de 
hyperbool die confocaal is met de ellips en de aanstroomrichting 
als een der asymptotenrichtingen heeft. 
De potcntla~l (3) g~eft n1et de mce~t algcnene ~tromir1g m~ een 2!rkel-
1 • "1 · ' · ' 1 ° ,:··. ·. r·i :·_, c •,., ,.,_ ,_·_·1 •' •• t· • i·~ -~ «'. e ·.· n € r1 "" ~.,. -s ..... \'C)t'!TI:;~,g-p1~n;., J~e, 0:1.(! DE! 1'1 Cle i/oOt''ilJD~S. C•"j(:- :". ,.;,I ·'-·-- __ ,:'".,, • .!.u - v ._,..., 
r •'lf\ '·"a "1<1 \, , .. e.._ I 
meeet algemene 0ploes1ng. 
De extra-term is de potentla:?1 vrrn een \"ervcl. D1::i str·oomU.jnen :ziJn 
cirkels om d~ oora~,rong rn de abaalute w2rrde VRn d~ snelheid is 
1 j Iv -iv l""' X y· r· (- ~ 1 ' clT .1. 
( _.... .. .. -. ,., 
De e:Lrculat.te {') v .·J~, \:; ; · V,)0r :Leder·e krcriJr:1e '.lie ck- ,:orspt•o•~r ln de 
linksom-2in eenmJal cmsluit: 
'.) .-. r 1 d z - r 
_ .. ,\,. m' J z ... . 
het a1ngu11E:·re punt z=O ligt bulter !1et ;J:l.:bied waa:r :Jc, str-oming 1 ..ordt 
beschouwd. 
Vo0r het gev,:11 d8t C (it'! coupm•e -a.:: x <-c'l is, vindt men ::ilrh.:.s 
Voor de complexe snelheid volgt nieruit 
' ti GJ. 1. 
/ /') ,~~ 
Z +· "\./ 2'.- ..... - F! .. ~. 
f' ··; )+ :Tm~. 
1/~:'-a-
In het algemee~ is je s~~lhe1d oncindi~ groat in de uiteinden z=+a. 
- ' :)o()r ti;es:::t:lktc kc1J;z .. \/::1zi i, ktlnnc,~·:, ·l~~:\ r2:::·ci··""1tc-r1 z<)rg:;::n dnt :Lr1 6er.1 var, d,:~ze 
( 6) 
dan v~rdwijr1t de sl11gulLlriteit bij Z=a en we houden over 
_.,._,_, .. ~ 
.. r .,,/z-a ,.. , q .,, '/ ,cos CA-..L\,. -- 5Ll ;;:,(./ • O Z+·a (7) 
Experirnenteel v1ndt men dat biJ een scherpe achter~ant van een profial 
inderdaad geen sit1gulf.r•lt-e1.t optrE:edt. D,; formules {6) tm ('T) zi.Jn clus 
11 got,ed II voor het geva 1 da t - f[ .:. ~."" i . 
Bi,) d rgagv ln lcprofiE: lr-:n heeft men lr het a lgt:meen t>en ronde voot:'-
kant en e~n achf.·Fpe achter-~·::1nt. :)t: ~!irculatie 1::: d:rn zud:rn1g, dat a::in 
de echterzijde geen s1ngular1te1t optr~edt (Kutta-vcorwo~rde). 
Voor de krecht fdK .dK) on ccn ut~kjt dz van de orntrek van een pro-
'" X' V · 
"" ' _,#• f :lt: 1 ,.-. }•qc.C f't ~-.-.,, rj { I:'" t-·l ;l ) .. , ·i ') ,-~ ·• '',,' .. ~, r, 1 ''• ~• 4- i •' ::: 1 ,·t "' .-'I Z 
'wl • ,,,,.., ..,., •1l•,.,. t' ,. ~'X. """•• \.~,, l ,_,. , ... l~ ' .. ,. ,t 'Ill 4,,,, ,_ •. \, ! .l.,,J .J.. :< ~·- ..... x ' -~-J.\,y - .1··: ..... l••' ., .. !, it 
Analoog vindt men voor het nornc~t t.o.v. dti oorspron? 
M • f ( X !.() ... i:-:,ef; . •x l ·•· • ,. '" ,! 
r'l I., 
Ano.1.()0g 





-} ( 1' q':,_lz 
rncr1 tot cen c ir-lc J c,r,i z= ,-., . 
Voor tk r·, 1 i-·1 '1 t ,, .--, ·1 er t , • ~ t ( :~, ) ( ~ :; 0 } 
,:·"' ·. (. 'of , .. , ...,._ ,:::) "-" .J •. V \ _,,- \' • ~J "' L:~ 
-~ C·(•,-3\ 
' -..l ,l,,f ,t 




{ ,, )" 
\ 1 
r ·r -1,"'-
'. \ /-• 
·t- - . C' ;,._ __ 
Ti 12. 
•") r '-




M •. -4- TT r;,:·i ,:,_v .'..~'tr, 
,,.. (:) 
(3) 
~en vriJ om h~t midd~lpunt draai-
ting ( · · ,, •·; .,,, ::· .,., 1 " r, k' · ,-'1 ... .,, ~• i ·1 ' ·t · .. ,.. ,r ,.,..,. 11 t t L, -·., n · t: .. o l i. ,C,1 ~.J t, .J.. .... ,. ,:) ~. i. l_i ,,_J, \,,,I / \t. •. t, ,:•, '>< IJ.j\., I ,;,,:.. ·'-- J 
I , - •,• ,_,. ! / r • • ,-, , • j_r'I,.\ 
, in"Pt·r··~ '\ -~1 •· -··· ~ +JK ;--i,·; 1 './ i· 1 \ .. ,~ ... ~ ....... -·-)t ·- -.\.._i- .. ,,.\.~--y . . x - ... _:) ' ().- . 
aanstroomsn~lheld 
dus alt1jd loodr~cht op Je aa~stroo~ir1cht1ng. 
4. Het. problee~ v~ry D_1r.1chl.E:.~ Fune ties van Green. 
4.1. Inle1dini:, ~_E:ndu1d1..f5~ 
CSP ·1 
Zl,1 O een gebied in het x,y-vlal<Jt waarvan de nwd C beetast u1t de 
vereniging van e1nd1.g veel <.:o:ntinu differenth'erbar•e \~ege:,. ZiJ f( B) 
een op C gegeven continue ~ funct:1e. Gtvraziigd '"'ordt. een fur,ct1e 
1 (v .,_,) ,..~e h 0 rrnor1<!J>"'c ,1 .. , ,,,. ,,, -~~ no···t•..,,, ''··) r,_.,., '"'""''·~r-~g dai- ,.,,.. ,,, ~ ,._ JI .1 ,., .L ,;. • ! .~ b ;., i ,- /., .;.. , l ',i , ... I ,:;; .. ..:.;,,;_::~. .L' ,t "1'·,., J ,~ VV 1:l / ... ~ ,. ,, (,1 ~ I., 
'r=-:t (pr•oble;~- ;;;~ D;;ichJ.e·~. of' eerste rar1d~~i:UH'de-pr•obleem de.r' pot~rnti-
ea 1-theorie). 
We bewij:en eeret, dat dit probleem hacgatenB j6n oploaaing h~eft. 
Z1j /(x,y) hazinontsch in een gebied O. Dan ta f(x,y) het r"f:~le deel 
van een analyt:lsche funct1e fl (z). Zij z •X +iy een punt: van G. Dan 
0 O C) 
geldt volgens Cauchy 
( ., . 
\ . } 
voor 1edere enkelvoudige 
02 ligt. Neem voor Ween 
gesloten weg W die z omvat en geheel blnnen 
0 
c 2. rke l c-;rn z 
mft z ~ · ,.... ie 




n {z ) 
0 
.., ( 11 ( ,, .... ~,D 1,l:\ ) .-; £'.I 
"" ~ j ,~ 0 ·. . .,- , .. ,;;,.- • 
i) 
Neem hierv~n het ret!l~? deel: 
21r 
l (x ·'J ) "" ..:!- / ~ Ix +,·, r,,,,, -~ v .... , ,~-1,., e \.4,.,. ! 0 j> ,1 ... , ·,,,._ I ~ \ ,, ' •' l,, ,., V ·' " ,'.) > !. ·-· •• , '. " ; u "" :, 
V a.,,.. ll } - \. _ 
() 
/',.) \ r:. 
in woo~den: een in een gcbl8d G harmor11sche fun~tie is in ieder punt 
van G gel1Jk aan het gemlddclde van d~ functiewaarden op e8n wlllekeu-
r:\!e blnnen G verlcpend(: clrke:1 ::i:n rHt puc,t. 
Hh:ruit volgt dir,.::.:t: cen -in a harm~::n1:,che functie ~ (x,y) heeft 
maxima, noch minima in inwendige punten var:: G. Weten we bovend1en dat 
p(x,y) continu is in Gt{-:, dan kunnen we ock zeggen: a1le maxima en 
~ ~ 
minima var, <f' (x..,y) ligg(:n op C. Hi~ruit volgt ·weer: als ~ (x,y)=-0 op G 
.,.. 
(en harmonisch in G, (:ontinu in G+G) dan is {1 (X 3 Y)==0 in G. Hi,erult 
volgt de eenduidigheid van de oplossing van het probleem van Dirichlet: 
het v0rschil van twee eventuelc oplossingcn meet nul zijn op C en dus 
ook in G. 
4.2. De formule van Poisson. 
ZiJ het gebied Ode eenhe1dsc1rkel en ziJ f{o) gegeven voor 
0 ~ 0 ~ 2rr • We kunnen trachten de oploaslng 1nm het pr-obleem van Dirich-
let (met f(9) els randfurictie) te v1,nden in de vorm van een Pourier ... 
n n 
reeks. Daar r cos n 0 1;rn l" si,n r,(9 (r e:-i 8 pc-oleo·ordinaten) har:mon119che 
func tie a zljn ( dt'l'?.e fun;:; tie. n ontstaan b. v. door aeparatie vim va ria belen 
1n de vergel1jk1ng van I.t.place in poolcoord1naten: 1 j)_ (r- ~)~) + , 
"(' Or;" l r 
1 r,2 cb ~ ~ • 0), kunnen we stellen 
r t" e (.x) 
f(r,e)-½ A0 + L (A 0 cos ne+ Bn sin nEI )r0 
n•1 
Voor r-1 volgt hieruit 
(X, 
-.r:--f(9) • ½ A + ,)' (A0 cos ne + Bn sin ntt) 0 ri;;:;\ 





Deze redenering is heuristisch. We weten n1et of de reeks (1) (met 
eoefficienten volgens (3)) convergeert voor r=1 en, indien dat al zo 
is, of hij tot som f(e) heeft. 
Substitutie van (3) in (1) levert: 
2-rr o:;;, 2w 
~ ( r, e) • ~ j f ( ((1) d If + -r: 2~ r n f f ( tt ) c o a n ( e - <f' ) cl \/' • ( 4 ) 
Q n= I Q 
2TT 
Stelling. Als l. lf(f)ld<p bestaat, dan is het rechterlid van (4) har-
mon1sch voor r ~1 en voor ieder e 0 , waar f(~) continu is, geldt 
lim f (r,e) = f(~0 ) 
r f 1 
e-e0 
Verdel" gelclt voor r <- 1 
· 2rr 
(5) 
., f 1 ~lT e i 'f +z "'! 1 ;· p(r,e) -= Re L '2n- ( :,:q;- f(f)dq.; j = ~ 6 e -z 0 
2 
2 1-r f (<.p)d<p 
1+r -2r coa(e - 'f) · 
(formule van Poisson). (6) 
Opmerkingen. 1. We eisen niet, dat f(~) continu is op de hele cirkel. 
Is dit echter het geval, dan volgt u1t de stell1ng dat ~(r,e) continu 
1s voor r~1 en dat p(1,e)=f(e). De stell1ng is a.h.w. een generalisa-
tie van onze 0JrspronkeliJke formulering van het probleem van Dirichlet. 
2. Uit de stelling volgt niet (ook niet als f(e) continu is), dat 
de Fourier-reeks (2) convergeert en tot aom f(6) heeft. Hiervoor zou 
een 1ets scherpere e1s voor f(e) nodig zijn. Voor het probleem van 
Dirichlet 1s het echter n1et belangrijk of (2) convergeert. 
Bew1Js. We bewijzen eerst, dat f(r.,e) harmonisch is voor r ,1 en dat 
(4) aequivalant is met (6). 
Uit (4) volgt 
21T a,.:;, 





21'1" 2n I f f{f))E:-:1.n<p cl<f'f f:j. if(f) \d<.f, 
,,.,l ,*'\ ' 
u u 
c.onvergeert c!e rriacht:rE1eks ln (7) zel{er voc,r Jzl ..:. '1 en dus ls ½ het 
un:tform convergeert met 80!11 
mogen 
"" Re \ '1 ),-
. ~ 








__ i_-_r ______ dlf· ::::,·1 
t.! ( ) 
·1+r -2r CGS\9-1.p 
en we v!.nder: 
;.;on tin-:.. 
dit riit:.t 
t=f0 • (Ver·onderstel voor het gem8k dat 
hdt geval, dan wordt de redenering lets 
/
21r •.'.) 
1-r- · , 
,
1 -....,.,,..------ J f(l.;))-f(e ) ~ a~, 
' '- \f e·· _ 'f•,·:.,\,•• } 0 _.1. /1-+r _;:?r cos · r:t \. 
;~ 
\,,.I 
Bepaa 1 blJ gegeven t:. > 0 ten { v > o ,.•.o dat 
i fr c')) - f' ( e ) : < * t: 
.\ \7 .1i, \ () i C '
,,. r"'\ ,-.,, ..,.. 
t u·v· J. 
K.ieR ,1 bcvend1.t:n zo idein, dat 2f<A .: 2rr-?~f. 
0 
Zij nu e z0 dat \<l?-t4 1..-:.J (er g1;:J1jt dan zeker• dat1..1.:.t)c:.21T-J). 
0 
Splits de integrajl l in d t'ie delen: 
6-J A e+~ 
1,, = ii; f , I2 = ~ /' , 
') 0-•t 
Voot"' r2 ge ldt 
e+ef 2 j I2 l "- $ f ----,2...-1_-_r ____ d cp .:::~ 
e-d' 1+r -2r cos(e-:r) 
0 
(de breuk is steeds positief (als r<1), we mogen de absoluutstrepen 
dus wegla ten). 
Voor 1 1 geldt J..;8-((J ~l-1<.'2rr-cf en voor r3 geldt cf:S<p-e"2TT-&<2n-<.f. 
Voor beide geldt dus cos(e-.p)..::: cos d en dus 
2 2 2 . 2cf 2J-1+r -2r cos(e-<p) > 1+r -2r cos cf= (r-cosd) +sin isin • 
Hierui t volgt 2 8 _0 2--rr J \ l I 1 l + I r3 I ~ 1 - ~ 2 1 ( + ( J !r ( ~)) -f ( e O ) I a cp ~ 
_21T sin cf 6 e~+J 
2rr 
,;; 2 ( 1 - r ) { 1 f \ f ( cp ) I d ((! + \ f ( e ) I .l < .,t: 
sin2£f . 2-rr T o J c 
0 
Voor r voldoende dicht bij 1. 
We hebben dus bewezcn: biJ gegeven t is er een J, en een rfi, zo-
danig dat J ~ (r,Ei)-f(E; 0 )l <- E. voor alle (r,e) met je-e0 l.::.J en 1-ii.::r~1. 
Het doet er dus niet toe, hoe het punt (rjA) tot (1,00 ) nadert (mits 
van binnen de cirkel). Hiermee is de stelling geheel bewezen. 
4.3. Willekeurig gebied. 
Met de formule van Poisson is het probleem van Dirichlet voor de 
eenheidscirkel opgelost . . Je merken op dat het resultaat ook in de vol-
. d ~ 
gende vorm geschreven kan word en ( subs ti tu tie e 1 <i° = ~ , d 'f = 1 f ) 
A ( x., y ) = Re f 21,1 { k f ( ~-) 3-.L ] ( 1) 
'f t.,Tl J l" j-" 1(1=1 )-z .> 
Hierbij is f(~) de (re~le) randfunctie, die slechts langs d~ rand 
( I !' l =1) gegeven is. 
ZiJ nu G een enkelvoudig samenhangend gebied met op stukken conti-
z 
nu differentieerbare rand C . Volgens de stelling van Riemann bestaat 
z 
er dus een in G analytische functie t==t(z) die G conform afbeeldt op 
z z 
het inwendige van de cirkel \ti =1 en die, volgens een volgende stel-
ling., ook G +C continu en eeneenduidig afbeeldt op de afgcsloten cir-
z z 
kel ltl ~ 1. Zij f(z) een op G gegeven continue randfunctie. Dan is 
z 
f(z(t)), waarin z(t) de inverse is van t(z), continu op ltl =1. Vol-
gens Poisson is dan de func tie 
ft (t) = ~ § 
lT I =1 
:r+t f(z(T)) dT f'=t T 
ana lytisch voor \ t \ < 1, terwijl het reele dc:el van {1 ( t) continu is 
voor It! ~1 en voor \ti =1 geldt Re~l(t)=f(z(T)). 
Daar een analytische functie van een analytische functie ana'.'.ltwtisch 
is, volgt hieruit oat de oplossing van het probleem van Dirichlet voor 
ht:t gebied Gz gf:gevt;n wordt dor;r·, 
~(x,y) m Reil(t(z)) no Rt: r~ f, 
l t:'.:TI' ~l. ... 
III •1 
mule> 
di(x,y),,: Re lr 'h- f't(j)+t(::) f(t') 
... ~l'f ... ·1 t{ r)-t(z) • 
di] f(z(1:)) "':c' • 
t' ~Ijd! \ 
t(t') J ( 2) 
Voorbeeld. Zij Oz het halv1:.· vlak Im z >O. Voor ck afbt:eld1.ng t(z) kun-
en due: 









= ;;; i ~ 
:',,)J-x) +y (3) 
( for-mule V,':ln Po1SSO!' VOOt" ~t:n ha lfvlak). 
Wi::: pas sen (3) toe op d-:: volgeridu functte 
f(x) 
r rr/2 1 / J ' 
=·· ) -•,-{ . '/ ') t.- '&..-
vc,or x '), O 
voct~ x <- 0 
(r(x) is niut continu, dit voorb~eld zal ons dus leren water biJ ~~n 
discontinuituitapunt gLbcurt). WG vinden 
,~ ··°'"' f y ( " 
!  d t: -a\ ): . ~ d J • ) fr x\.:::J.•t'- I ._ . {v; x)'··+v'-() \J- I',! -->--,\')-' ;j 
,.--~• J: ()¢ d t , J d t , / y d t. x j - - ,. _; ~ "" ~ ____,,. = a re tan - , 
"'1+t . .::. ,,1t',:; 1 ,1.C. y 
.. , 'X . _! i+ _, / h, 
Y Y x,y 
waa r-bij de hoofdwaa rde ( tussen - T72 12n + "'1/2) genomen moet wordt::n 
(y 1.s ;,,Q!). Voor y--➔ O vlnden Wt: natuurlijk ~·--"'~voor• x "0 t:n .. ➔- 1r ~ C ~ 
voor x ""·O, doch voo:r >I -··-i>O, y---~•O is er geer: l.1rniet. Lar.gs ck 11,jn 
xat sin <'J(' y ... t cos""- (- rr/2 ~c.,.1,/7'2) g~ldt f (x,y):..,"l( (;'!'l dti 11m1c:t van 
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f (x.,y) voor x -+O, y---i,O hangt gchtel af van d(.: r1cht1ng van waaruit 
we dit punt nad~rtm en var1eert tussE:n - -~ er, + ~, d.1. tussi.:n de 
linker- ~n r~cht~rlim1et van f(x) voor x=O. 
Deze beachouwingen gLldcn ook voor m~er algcm~ne s1tuat1es, waar 
f(x) ~en eindige sprang h~eft. 
4.4. D~ functie van Gr~en. 
In vcel problemen ov~r harmonische functi~a apeelt d~ z.g. funct1e 
van Grten een btlangrijke rol. Zij G ~en g~b1ed met rand C en (x0 .,y0 ) 
een inwendig punt van G. Dan wordt de functi~ van Green g(x,y; x 0 .,y0 ) 
gedefin10erd door: 
1°.g(x,y; x0 ,y0 ) +~log \1(x-x 0 ) 2+(y-y 0 ) 2 is als functi~ van x 
en y harmonisch in Gen continu in G+c; 
2°. g(x,y; x0 ,y0 )=0 voor (x,y) op C. 
Het is duideliJk dat g zclf harmonisch 1s in C, behalve in het punt 
(xo,Yo}. 
De bepaling van g komt n~er op de oplossing van edn probleem van 
Dirichlet: g + in- log V 1s harrnonisch in G E:n h<:eft als randwaardcn 
~ log V. 
W(: b(;wijzcn nu: 
/..ls s=s(z) het gebiE:d G+c conform en continu afbeeldt op hct boven-
halfvlak Im s .:l O, dan is 
g(x,y; x ,Y ) = 1 log I s(z)-s{za) \ 
0 0 ~ ! s(z)-s(z ) 
0 
Bewijs. Daar s(z) G conform afbeeldt op Im s > o, is f(z)== s(z)-s(zo) 
s(z)-s(z ) analytisch in G, behoud~ns cen pool in z=z 0 , ~n bovendien o 
,,io, da~r Im s(z).:. o, Im s(z ) < o. Verder is f(z) continu in G+c en 
0 
lf(z)~=1 op c. log l f(z) I• Re log f(z) is dus harmonisch in G, behalv~ 
in (x 0 ,y0 ), continu 1n G+C en nul op C. Daar s'(z0 )~0, geldt biJ Z=z 0 
f{z)= z~z {a 0 +a 1{z-z 0 )+ ••. )), e:n dus log f(z)= - log(z-z 0 ) + b0 + 
0 1 
+b1 (z-z 0 )+ ••. , dus g=- '2rr log I z-z 0 l+itarmonisch, q.e.d. 
Voorbeeld. 
Zij G de st rook O < x < b, -o--::i < y <<A,. Door s=i tan ~ wordt deze afge-
bee ld op Im s > O. Derha 1 vc ge ldh 1TZ0 
1 \ tan '2'5' + tan ~ 1 g(x,y;x0 ,y0 ) =~log ~z 11'! = 
tan '2'6' - tan~ 
,,-( y+y o) rr( x+xo) 
1 I sin '2B {z+z0 ) l 1 cosh '6 - cos l5 
-= ~ 1 og I sin 12E' { z-z 
O
) ., lfrr- log -c-os_h_1T_,(_y_~_Y_a .,..) -_-c_o_s_Tr_{...,x-~-x-6-) • 
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Opmerking. 
Vat men g(x,y;x0 ,y0 ) opals potentiaal van een stromingsveld, dan is 
dit de potentiaal van een puntbron in (x ,Y) die per tijdseenheid 
0 0 
een volume-eenheid injecteert in een gebied dat begrensd wordt door 
wanden, waarlangs de potentiaal nul is. Immers, in de omgeving van 
(x 0 ,y0 ) geldt (in poolcoordinaten t.o.v. x0 ,y0 ) 
g = 
V == r 
2"1T 
1 
- 5 log r + . . . . en dus 
og 1 
-ar=~+ . . . , 
dus J vr(r,~)rde -➔ 1 voor r-➔ O. Daar div v=O, behalve in (x 0 ,y 0 )., 
geld~ fv ds~1 voor iedere krornme die de bron eenmaal omsluit. 
n --- . 
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5. 3trom1n met vri ervlakken 
5.1. Hydrodynamica 
Lange een stat1onair vrij oppervlak van een ld(!ale 1ncompress1bele 







snelheid loodrecht op het oppervla k is nul ( 2-d imene 1onaa 1: 
rand is een Btrooml1jn) 
druk ia gelijk aan die van het aangrenzende meo1um, hetwelk 
het algemeen constant v•,.::r-onder-steld wot'dt. U1.t de wet van 
Bernoulli volgt dan (in afwezigheid va~ uitwendlge krachtan) 
2 dat v constant is langs het grensvlnk. 
In het algerneen ziJn dergeliJke problemen zeer moeiliJk daar 
de plaats van het vr1Je oppervlak a priori onbekend is. Bij twee-
dimeneionale problemen kan men ~chtcr ict3 doen met b~hulp van 
conforme afbeelding. U:tt de terste r·.nndv,:Jorwaorde volgt nl. dat 
het beeld van het vri,Je oppt'rv.la1c ln het n -vlak ligt op t:en rechte 
Imfl,..const., terwi,11 het bceld 1.n !let q("'qx-iqy"' - 6£;) .. vlak 
(hodograaf-vlak) e~n d~el van een clrkEl lq I =Const. is. Met behulp 
hiervan \rnn men vaak a pr•:1.0!:1. d(c met de otroming col:"responderende 
gt::bit:dcn G.i."'l. en Gq aarigeven. !)aar .Il. en q :rnalytlscl'le functi.es van 
z -:;:n duz van elkaar. z:tJn, vinclt men door crinforme: afbt:'E~lding van Gq 
op Ori. dt::! funct1e ..f1 = .fl(q). naarna volgt z(q) door integratie 
uit dz ,.,, dz d..O. = _ 1 dil 
. oq a.if' . rJq q aq . 
De nog onbekende paramGtero warden ala rcgel bcp~2ld met behulp va~ 
de r~eds bekende del~n v3n d~ rand van 
Jl = .... "l,. (q). Daarna volgt z=z(q) uit 
, d.0. 
('':J' "" - - "" -..... , q 1 d.Il d q aq q • 
Door 1ntegrat1e vindt men met behulp van a priori btkend~ randdelrn 
van Gn_ de nog orib(!kc•,d,, param0tl'·rz t t:~. 
1:· ,-. " i 
.>.c:. i1(~t u tstromingspr-,)blt~cm van Tori.G'..lli. 
Wt:: pAOSt;:n de gc:f!(:hctstc mctr:odf. tor: q) ~1,;t vo,lg;;0 ndc probleem. 
B~schouw de uitstroming van ::..:en lncomprdrnibt;le 1.deale vlo.::istof 
door· ~en ( ac l?.ng(:) !,ph.et iri ,:·ec vlakk,.: 1-1and. De druk ir, (h: vlGi::i-
s tof op grot,.· .J fs tand v~,: ch~ spleet, 
waor d~ sr,~lh~id vr1Jwcl nul is, ziJ 
Po., , dt:: d ruk 1.n de vrlj1:: ru.1.mte zi,1 
P"'.:. Po., . '/::in de zwaartt::krocht 
V 
zier: 'Ne voorloptg r. f. \·ocn• ~k snel-
hvid U le~gs de rand van de vloei-
;:Jtof-~1t:·"a!J. ~-£~ldt vo1gt;lUJ B€,rnoulli 1--
u-V ~( P00 -Pc). ( 1) 
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ZiJ de breectte van de spleet 2a en de breedtc van de atraal op grote 
afstand van de apleet 2b. 
We kunnen nu de gebieden G.n, en Gq t~kenen (na geachikte keuze 
. i.bU van de vrije coristante in ..n.) 
c----1------ ~u 
Om de afbeeld1ng van G.a op Gq te vlnden bE:,ac'1ouwen we als hulpvaria-
bE:h.n 
s ~ - 1 log(~) (2) 
t "" i -rrfl./2bU C , • (3) 
Door t "" sin s 
wordt G6 op Gt efgebueld en mot (2) en (3) gaeft dit ~en eeneendu1-
dig verband tuesen .. (l en q. 
Der-halve hebben w1:: 
cJn dil dt ds dz = - - .., q -· at · ai q '"' 
cos ds 21b s. -~-u--~1-s- u-;:;-
... ~ 
• Ctn 3 • -is (: ds. 
Wt- 1ntegr-er•tH'.l var1 B naar D.11 waarbij Wt: ecbt~r nlet dool:'." C mogen gaan, 
darn• de integrand hier f;,en pool heeft. K1.ezen we de 1ntcgratV~-weg 
21b t,n•w1Jl de 1nt€igroel ll'lnga dt:: hP.lV!:~ cirkel levert-;;-:- ( ... "fl'i) res1du 
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•2b, d.w.z. df..: br•1::edt{< van dt:: straal. vooi· y ➔ -tJ;Q. 
Derhnlve e-d:r b • ~ (ccntracti.t coet'f1cient). 
8 14,=:. 
. 'tr 
0pmerk1na. Dat cs groter is dan ·~ is elern~nta1r 1n te z1en door be-
schouwtng van de imp;.1lsbolans. Veronderstelt men dat. overal lenga 
de bodem de druk p 00 i.r,, di:i,: 1s de op d,:: straal wcrkt:nde vt:rticale 
krac ht: 2a ( Po.:, -p. ) , t,::r•w:iJ 1 dH p1.:r t l~JdS,}t'.'nhti id u1 tritr-om<:ffide 1mpula 
,... 0 
1a 2bf' tri:, wearuit met ( ·i) v<;l;r.t b ... ·\rJ. Dar:ir ln werk~l1,jkheid de 
, " 
druk op dt: bodem tu:rntn Pao en p0 vari.eert, zal (l!:' 1n het slgemeon 
groter dan ½ ziJn. In hct hicronder get~kende geval 1s san de ver-
onderatel11ng wel voldaan. Berel<cnt men a:r:aloog ala boven de con-
tractie coefftc1.ent, don blljkt lnderdaad O"-½ (Bord~./ 
Verd{;;r volgt uit (~5) direct de volgende . ;:,.,,-: 
parameter-,oorstell1ng van de krornme C1D: 
X = b(; sin 3+1) ]}O<.$(- / 
Y ,.. - ~- [ 1 og ( c t n ! s ) - co ::i 6j 2 ", 
Voor kle 1ne s { d icht bij C) volgt hh: rult: 
4b 
en dus x-t-,....,, -
'\1C 
.. , \ 
- . } 
Voor \YI'> 4b is dus vi.·iJwe1 x~b. Het gcbicd, waar1n dH contr3ctie 
van dt straal plants vindt is van d~ orde van enkele malen de breed-
te van de atraal. Dit is van belang in verband met het f81t dnt de 
zwaar-tekracht Vf::rwaarloosd is. H•·udt men wel rekening met de zi"laar-
t1;;krncht., dl3n geldt langs de vri,J(:: randen jpv2 +pgy:½_pu2 ,cn dus 
? ·? 
v'- "" u- - 2gy 
wa~r1n U de u:l.tstroom~rn<'~lh0id (yar:O) 1s. Indien nu~<< ·1 is, dan 
gelctt voor h~t gebi~d, wear de contractie van de U straal pleats 
vi.ndt, 1n goc:de bi::inad,::ring v.,.lJ en tk bovtrnstaande b~schouvJingen 
bl1jvcn gE:ldig. Na tuurliji< n-::emt ond,.:i~ 1nvloed van a~ zwaarte-
kracht d~ brc~dt~ var de straal naur bencd~n af, ij benad~ring is 
dez~ 2b • 
\J, _ ( 2g y /u'd. ) 
02I);er>k1ng. Stroomt di. vlocistof ond(;t' invloed van di:: zwa!'lrtekraoht 
u1t ecn vat m.iJt 1~att:rhoogte h., dan volgt uit BL'rnoulli ~.,oU2=P&b• 
due U ~ ~ ('I1oric(:lli). 
5.3. Poreuze media. 
Voor de stationaire stroming door een por8US medium geldt 
q = -k grad¢ , met q> = /bpg + y (Darcy). 
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Langs een z.g. phre::atisch oppervlak Y= ~ (x), waar de vloeistof in 
vrij contact met de atmosfeerdruk (p=O) staat, geldt dus 
cp (x, -rz (x)) =7( (x) 
en t:!1. qy = ax qx , 
Differentiatie van (1) naer x levert 
of d,z d1Z qx + qy ax= -k dx · 
Elimina tic van ~ tusscm ( 2) en ( 3) gee ft 




In het q-vlak ligt h8t beeld van een vrij oppsrvlak dus op een cirkel 
met middtlpunt ½ik 8D straal ½k, Dank zij dit feit kunnen de in 5.1 
aangeduid2 methoden ook hi~r worden gcbruikt. 
